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物理 学 是 上 自然 科学 的 基础 ,是 探讨 物质 结构 和 运动 基本 规律 的 
前 沿 学科 。 几 十 年 来 ,在 生产 技术 发 展 的 要 求 和 推动 下 ,人 们 对 物 
理 现 象 和 物理 学 规律 的 探索 研究 不 断 取得 新 的 突破 。 物 理学 的 各 
分 文学 科 有 着 突 飞 狠 进 的 发 展 , 丰 富 了 人 们 对 物质 世界 物理 运动 基 
本 规律 的 认识 和 掌握 ,促进 了 许多 和 物理 学 紧密 相关 的 交叉 学 科 和 
技术 学 科 的 进步 。 物 理学 的 发 展 是 许多 新 兴学 科 、 交 叉 学 科 和 新 技 
术 学 科 产 生成 长 和 发 展 的 基础 和 前 导 。 
为 适应 现代 化 建设 的 需要 ,为 推动 国内 物理 学 的 研究 、 提 高 物 
理 教 学 水 平 ,我 们 决定 推出 《北京 大 学 物理 学 从 书 》, 请 在 物理 学 前 
沿 进 行 科学 研究 和 教学 工作 的 著名 物理 学 家 和 教授 对 现代 物理 学 
各 分 支 领 域 的 前 沿 发 展 做 系统 、 全 面 的 介绍 ,为 广大 物理 学 工作 者 
和 物理 系 的 学 生 进 一 步 开 展 物 理学 各 分 支 领域 的 探索 研究 和 学 习 ， 
开展 与 物理 学 紧密 相关 的 交叉 学 科 和 技术 学 科 的 研究 和 学 习 提 供 
研究 参考 书 、 教 学 参考 书 和 教材 。 
本 从 书 分 两 个 层次 。 第 一 个 层次 是 物理 系 本 科 生 的 基础 课 教 
材 , 这 一 教材 系列 ,将 几 十 年 来 几 代 教师 ,特别 是 在 北京 大 学 教师 的 
教学 实践 和 教学 经 验 积 累 的 基础 上 ,力求 深入 浅 出 、 删 繁 就 简 , 以 适 
于 全 国 大 多 数 院 校 的 物理 系 使 用 。 它 既 吸 收 以 往 经 典 的 物理 教材 
的 精华 , 尽 可 能 系统 地 、 完 整地 、 准 确 地 讲解 有 关 的 物理 学 基本 知 
识 、 基 本 概念 、 基 本 规律 .基本 方法 ;同时 又 注入 科技 发 展 的 新 观点 
和 各 方法 ,介绍 物理 学 的 现代 发 展 ,使 学 生 不 仅 能 掌握 物理 学 的 基础 
Rah 提高 学 生 的 科学 素 
。 第 二 个 层次 是 研究 生 教材 .研究 生 教学 参考 书 和 专题 学 术 著 
人 这 一 系列 将 集中 于 一 些 发 展 迅 速 、. 已 有 开拓 性 进展 、 国 际 上 活 


2 群 论 和 量子 力学 中 的 对 称 性 


路 的 学 科 方 向 和 专题 ,介绍 该 学 科 方 向 的 基本 内 容 , 力 求 充 分 反映 
该 学 科 方 向 国内 外 前 沿 最 新 进展 和 研究 成 果 。 学 术 专 著 首 先 着 眼 
于 物理 学 的 各 分 支 学 科 , 然 后 再 扩展 到 与 物理 学 紧密 相关 的 交叉 学 


FF 


本 书 作 者 朱 洪 元 先生 是 著名 的 理论 物理 学 家 .教育 家 ,19395 年 毕业 于 上 
海 同 济 大 学 ,1948 年 获 英国 曼彻斯特 大 学 哲学 博士 学 位 , 曾 先 后 任 中 国 科 学 
院 近 代 物 理 研 究 所 研究 员 .原子 能 研究 所 理论 研究 室 主 任 , 办 联 杜 布 纳 联 合 
核子 研究 所 高 级 研究 员 ,中 国 科学 院 高 能 物理 研究 所 研究员、 理论 物理 人 研究 
室 主任 、 副 所 长 .学 术 委 员 会 主任 等 职 ,兼任 中 国 科 学 技术 大 学 教授 、 理 论 物 
理 专 业主 任 、 近 代 物 理 系 主任 。1980 年 当选 中 国 科 学 院 院 士 ( 当 时 称 中 国 科 
学 院 学 部 委员 ) 。 曾 被 选 为 中 国 物 理学 会 常务 理事 .中 国 高 能 物理 学 会 副 理 
事 长 , 曾 任 《高 能 物理 与 核 物 理 》 主 编 。 

朱 洪 元 学 识 渊 捕 . 造 放 深 厚 、 治 学 严谨 。 他 在 理论 物理 学 的 各 个 领域 ， 
Ae Hl FEC MALT WHS A HAAR Bis MI. fh el OT 
WMA HV] A a YY) BE AS PE Jie FE Da] A TF EAS SOK 5 EE HH AT 
论 性 强 子 的 结构 模型 理论 ,采用 系统 的 方法 ,在 对 称 性 分 析 的 基础 上 ,对 强 
子 的 静态 性 质 和 相互 作用 .运动 转化 过 程 进行 探讨 ,发 表 学 术 论 文 。1957 年 
朱 洪 元 在 北京 大 学 讲授 “量子 场 论 ” 课 程 ,次 年 在 青岛 的 量子 场 论 讲习 班 上 
讲授 量子 场 论 , 这 两 次 的 讲稿 整理 后 撰写 为 《量子 场 论 ) 在 1960 年 出 版 ,成 
为 中 国 几 代 粒 子 物理 学 者 的 主要 教科 书 和 研究 工作 参考 书 。 朱 湛 元 从 事 科 
学 研究 和 教学 工作 四 十 余年 ,培养 了 大 批 物理 学 工作 者 ,为 发 展 中 国 科 学 与 
教育 事业 做 出 了 卓越 贡献 ,他 的 学 生 人 遍及 国内 外 ， 

《 群 论 和 量子 力学 中 的 对 称 性 》 是 上 一 世纪 60 年 代 , 朱 洪 元 在 中 国 科 学 
技术 大 学 近代 物理 系 讲授 群 论 课程 时 的 教案 ,是 朱 洪 元 的 精心 之 作 。 本 书 
不 是 纯 数 学 的 群 论 教材 ,而 是 一 本 物理 学 探索 研究 所 用 的 群 论 教材 ,取材 和 
写法 与 一 般 的 群 论 书 不 同 , 有 四 个 特点 : 

第 一 ,有 高 度 的 科学 性 .系统 性 和 完整 性 ,对 群 和 群 表示 论 的 基本 内 容 
进行 系统 的 、 科 学 的 、 严 并 的 .完整 的 阐述 。 

第 二 ,着 重 深入 讲解 物理 中 重要 的 旋转 群 和 洛 伦 兹 群 及 它们 的 表示 ,并 
使 理论 的 数学 表述 紧密 联系 物理 内 容 。 


助理 人 研究员 ,被 朱 洪 元 先生 邀请 来 担任 辅导 教师 ,而 我 是 本 科班 上 的 一 名 学 
生 。 坟 洪 元 先生 学 风 严 间 , 为 课程 精心 准备 了 讲义 ,并 要 求 阮 图 南 负 责 刻 蜡 
版 油印 ,必须 做 到 课程 的 讲义 按 章节 提前 发 到 每 位 学 员 手 上 ,这 样 课程 结束 
后 每 位 学 生 手 上 都 有 了 一 份 这 门 课 的 完整 讲义 。 尽 管 朱 洪 元 先生 这 样 重 
饮 , 认 只 负责 地 教学 ,但 由 于 种 种 原因 ,这 门 群 论 课 他 仅仅 教 了 一 次 ,此 后 再 
没有 教 过 。 

在 朱 洪 元 先生 病逝 后 ,在 他 离开 了 我 们 的 日 子 里 ,每 笑 阮 图 南 教授 和 我 
两 个 人 有 机 会 遇 到 一 起 时 ,总 是 情不自禁 地 回忆 起 当年 朱 洪 元 先生 的 那 段 
授 讨 ,欣赏 先生 课程 的 精彩 .简练 和 对 初学 者 的 启蒙 。 我 们 深 感 先生 课程 的 
取材 及 内 容 的 安排 ,有 其 独到 之 处 , 深 感 当前 图 书市 场 上 难于 找到 与 先生 讲 
义 有 类似 优点 的 图 书 。 例 如 : 朱 先 生 为 正式 讲 群 表 示 理 论 做 准备 , 紧 接 在 引 
言 之 后 极其 扼要 地 增加 了 “线性 变换 ”一 章 ;选择 了 旋转 群 作为 重点 ,介绍 群 
表示 的 乘积 分 解 ,用 了 一 章 的 篇 幅 介 绍 旋转 群 表示 的 应 用 ,使 学 生 对 在 量 
于 力学 中 已 经 熟悉 的 角 动 量 理论 有 更 加 深入 理解 ,也 为 如 何 将 群 论 应 用 到 
理论 物理 相关 问题 做 出 了 范例 ;在 书 的 最 后 一 章 非常 简洁 地 介绍 了 洛 伦 兹 
群 久 其 表示 。 值 得 指出 的 是 , 书 中 基于 二 分 量 旋 量 建立 洛 伦 效 群 的 各 种 表 
不 的 部 分 ,可 以 作为 学 习 现 代 场 论 , 建 立 超 对 称 理论 阶段 的 必要 的 知识 准 
备 。 例 如 ,把 标量 场 和 一 个 Weyl 或 Mjorana 二 分 量 的 费 米 子 场 紧密 联系 在 
一 起 构造 超 对 称 理论 的 “ 手 征 超 场 ”把 标量 场 、 二 分 量 的 Weyl 或 Mjorana 
费 米子 场 和 矢量 场 紧密 联系 在 一 起 构造 “矢量 超 场 "等 都 要 用 到 这 些 知 识 ; 
而 利用 “ 超 场 ”来 表述 理论 的 超 对 称 性 具有 极 大 的 优越 性 。 

十 分 庆 和 对, 几 年 前 在 整理 旧 物 过 程 中 ,发 现 了 一 份 完整 的 当年 这 门 群 论 
诛 的 油印 讲义 。 因 此 ,在 征 得 朱 洪 元 夫人 陈 凯 瑞 女士 的 同意 后 , 阮 图 南 教授 
志 我 一 起 决定 根据 这 份 油印 讲义 将 朱 洪 元 先生 的 课程 内 容 按 原貌 整理 出 
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由 于 朱 湛 元 先生 已 经 于 十 多 年 前 离开 我 们 ,他 本 人 不 能 对 这 本 即将 出 
版 的 著作 再 做 任何 补充 、 修 改 , 也 不 能 对 书稿 的 整理 做 任何 工作 和 指导 ， 
此 区 图 机 教授 和 我 经 过 认真 思考 ,决定 在 整理 成 书 的 过 程 中 ,第 一 原则 是 忠 
实地 反映 先生 的 群 论 讲义 的 原来 面貌 ,尽量 保持 先生 课程 的 “ 原 汁 原味 ”。 
在 整理 时 , 际 了 纠正 讲义 中 的 笔 误 、 把 其 中 的 符号 做 得 更 加 前 后 统一 ,并 且 
在 可 能 的 情况 下 使 所 用 的 符号 和 名 词 与 近年 来 人 们 的 习惯 更 加 一 致 之 外 ， 
我 们 不 做 任何 补充 和 修改 。 

在 我 们 整理 讲义 成 书 的 过 程 中 , 陈 凯 瑞 女 士 亦 从 朱 洪 元 先生 的 遗物 中 
找到 了 当年 讲义 的 手稿 ,并 提供 给 我 们 使 用 。 手 稿 比 当 年 油印 的 讲义 清楚 
多 了 ,对 我 们 的 整理 工作 有 很 大 帮助 。 

万 分 不 六 的 是 ,在 整理 工作 完成 ,正在 筹备 出 版 本 书 时 , 阮 图 南 教授 由 
于 冶 症 突 发 ,不 治 而 离 我 们 而 去 。 因 此 ,本 书 的 最 后 校正 工作 由 阮 图 南 教授 
的 学 生 张 鹏 飞 老 师 和 我 二 人 共同 完成 。 
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$1.1 物理 规律 的 对 称 性 质 和 守恒 定律 


物理 现象 的 许多 规律 常常 具有 一 些 对 称 性 质 . 即使 我 们 对 于 规律 的 其 
它 方面 的 具体 内 容 还 不 知道 ,从 这 些 对 称 性 质 出 发 ,已 经 可 以 推导 出 一 些 重 
要 的 结论 . 从 一 种 对 称 性 质 ,就 可 以 推导 出 一 种 守恒 定律 . 例如 ,从 物理 规律 
对 于 坐标 移动 具有 不 变性 ,可 以 推导 出 动量 守恒 定律 和 能 量 守恒 定律 ;从 物 
理 规律 对 于 坐标 的 转动 具有 不 变性 ,可 以 推导 出 角 动量 守恒 定律 . 
试 以 经 典 力学 为 例 . 有 个 质点 彼此 相互 作用 ,它们 的 运动 规律 可 以 从 
一 个 拉 氏 函数 
LC® pee X XD cee y) (1.1) 


推导 出 来 .其 中 x Ait = RR | 个 粒子 的 坐标 和 速度 ,为 了 写 起 来 


方便 ,在 此 我 们 已 经 把 坐标 和 速度 的 三 个 分 量 合 并 起 来 以 一 个 得 号 x 或 x 来 
代表 . 物理 规律 使 粒子 运动 的 轨道 满足 


[| dt L |= 0， (1.2) 


记号 5 代表 对 粒子 运动 轨道 的 任何 微小 的 变动 ,但 在 运动 端点 ta Mt, PF 
的 坐标 不 作 变 动 . 


r , Ax” a7? 
ta L L . 
o dt >) 5x esc -5(557)| Cd = 1,Z,°,n32 = 1,2,3 ), 
7 l,i 1 z 
(1.3) 


其 中 :用 来 代表 坐标 或 速度 的 三 个 不 同 的 分 量 . 
由 于 ox” 是 任意 的 ,从 (1. 3) 式 得 到 如 下 的 拉 氏 运动 方程 : 


— o. 4) 


第 一 章 引言 


力学 运动 规律 的 对 称 性 质 反 映 在 拉 氏 函数 的 对 称 性 质 中 . 例如 ,由 于 空间 的 
均匀 性 ,物理 规律 的 形式 对 于 坐标 平行 移动 具有 不 变性 ,这 种 性 质 由 拉 氏 师 


I L AET EI IEE ABLE 性 体现 . 亦 即 


L(x? 9 x x yee $ ) — L(x? 9 x” ) on 》 xX” ) 9 (1. 5) 
这 里 rP =x? +ò.. 
从 (1.5) 式 可 得 


> Fac Ox,” + òt” = 0. (1.6) 
由 于 
dx? dz | déx, dr!’ Oy o oD dx? o dz? 
dc dt dt SC OO OE dt 
(1.7) 


并 利用 运动 方程 (1.4) ,可 得 


Ye DF oan D = 0, (1. 8) 
由 于 8z; 是 任意 的 和 彼此 独立 的 , 故 若 pf? =O 
dp: -0 (1 = 1,2,3), Pi 一 dp, (1.9) 


dL oL . ƏL 
dt 一 > Ea Èi” + ott | ? C1. 10) 
1 1 1 
=n (D — dż,” tT _ CL) (7) ry 4 日 
l 
=o, (1.11) 


(1.11) 式 就 是 能 量 守 恒定 律 . 
再 例如 ,由 于 空间 的 各 向 同性 ,物理 规律 的 形式 对 于 坐标 的 转动 具有 不 
变性 ,这 种 性 质 由 拉 氏 函数 工 对 于 坐标 转动 具有 不 变性 体现 . 亦 印 


Lx eee Xm aoe eee OM Y= LIX pcre x XY sees, x”), (l. 12) 


` (D — (L) (D e (L) 
这 里 Xi — X ArT, ; T, -一 > aa Tk 9» 
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其 中 ax 满 足下 列 正 交 条 件 和 人 么 模 条 件 : 


(1.13) 


我 们 将 坐标 作 无 穷 小 的 转动 . > 
Qin = Oi T Eik» (1.14) 
其 中 6 为 一 阶 无 穷 小 量 . 那么 从 (1. 13) 式 可 得 


Ò; -一 » (Ò; + Eir ) Ox + Ep) 


— Ò; + Ej F Ej ’ (1. 15) 
其 中 我 们 上 略 去 了 二 阶 无 穷 小 项 . 从 (1. 15) 式 得 
Ej 一 一 8 (1. 16) 


SrO = r? — rO = X ezai ， 
1 (1.17) 
SPO = tO — 70 一 ey ZO 
从 (1. 12) 和 (1. 17) 式 可 得 
> Fa Sri” + =, oa)" |= Q. (1. 18) 
l,i 1 1 


一 一 (i= 1,2,3), 4M= Spx xpo (1. 20) 


(1. 20) FA WE FA 2) et SF EE E. 

从 上 面 这 些 例子 可 以 看 到 ,我 们 有 可 能 不 知道 物理 规律 的 许多 具体 内 
AS ,或 即使 知道 了 具体 的 运动 方程 ,也 由 于 问题 的 复杂 性 ,一 时 难于 得 到 运 
动 方程 的 解 ;然而 我 们 可 以 从 物理 规律 的 对 称 性 质 直 接 推导 出 一 系列 十 分 
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HR AY SP Ee 
知道 了 物理 规律 的 对 称 性 质 , 我 们 还 可 以 从 运动 方程 的 一 个 解 推 寻 出 
许多 其 它 的 解 . 例如 , 石 
LOA (=1,2,.…,n;i = 1,2,3) C1. 21) 
是 运动 方程 的 一 个 解 ,假使 运动 方程 对 于 坐标 转动 具有 不 变性 ,那么 所 有 各 
= 


x? (ft) (L = 1,2,°.n3i = 1,2,3), 
| 1.22) 


x? (t) 一 一 X aja? (t) 


部 是 运动 方程 的 解 . 其 中 aj AE A] — a AL TE CK AKA RRA. 13) 式 
的 系数 . 如 采 运 动 方程 对 于 坐标 反射 具有 不 变性 ,那么 
a) =P a) = 1,2,++,n5i = 1,2,3) (1. 23) 


也 是 运动 方程 的 解 . 
$1.2 物理 规律 的 对 称 性 质 和 量子 力学 


物理 规律 的 对 称 性 质 不 仅 对 研究 经 典 力 学 问题 有 很 大 的 意义 ,对 于 人 研 
究 量 子 力学 中 的 问题 也 有 重要 的 意义 .在 比较 复 淋 的 微观 物理 问题 中 求 相 
应 的 波动 方程 的 解 是 十 分 困难 的 .利用 物理 规律 的 对 称 性 质 , 可 以 对 于 许多 
问题 得 到 定性 的 解释 ;在 一 些 特 殊 的 情况 下 ,甚至 可 以 得 到 一 些 定量 的 结 
AR 

在 量子 力学 中 . 对 称 性 和 守恒 定律 之 间 同 样 地 存在 着 如 3 1.1 中 所 指出 
的 密切 关系 . 如 所 周知 ,标志 不 同 定 态 的 量子 数 其 实 就 是 守恒 量 的 本 征 值 ， 
或 和 守恒 量 的 本 征 值 相 联 系 . 以 氨 原 子 的 定 态 为 例 .它们 由 一 套 量子 数 


NyJolym (1. 24) 
标志 其 中 7 Al fe = E 相 联 系 ， 

a c| 
E, — a 9 (1. 25) 

2n’ 

2 

这 里 a= aE EF) 和 总 角 动 量 J AER: 
三 一 7JG7 十 1 天 (1. 26) 
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L? = 1( 二 1)#?; (1. 27) 
m 和 总 角 动 量 在 zx 轴 方 回 的 分 量 J. MRR: 
= mh. (1. 28) 


所 有 这 些 都 是 守恒 量 . 由 此 可 见 , 对 称 性 质 对 于 定 态 及 其 相应 的 波 函 数 的 分 
失 的 重要 意义 ， 

对 称 性 质 能 够 帮助 我 们 从 苹 定 证 定 态 波动 方程 的 一 个 解 推导 出 其 它 一 
些 解 . 例如 , 设 


w(x? 9 °°" x” ) (1l. 29) 
是 定 态 波动 方程 的 一 个 解 .如果 波 动 方程 对 于 坐标 转动 具有 不 变性 ,那么 
d(x? oer x” ) 一 p(x” yee x™ ) r? — >X ajat (1. 30) 


也 是 波动 方程 的 解 . 其 中 a; 为 任何 一 套 满足 条 件 (1. 13) 的 系数 . FY A 
子 的 波动 方程 来 说 明 问 题 . 如 果 我 们 不 考虑 自 旋 的 效应 ,那么 波动 方程 是 


E’ e’ 
=- ATE = Ey(x), (1. 31) 


其 中 a= (22 2) rV AFEFE, yo AR E RE 


Ox, oxi ari 


解 . 如 条 我 们 进行 一 个 变换 


Li 一 Dasr’, (1.32) 
其 中 系数 a 满足 (1. 13) 式 中 的 正 交 和 人 么 模 条 件 ,那么 方程 (1.31) 就 变换 为 
= TN -5 $x)= Ex), NE= G(x), (1. 33) 


p(X) 也 是 原来 的 波动 方程 (1. 31) 的 解 . 之 所 以 得 到 这 样 结果 的 根本 原因 是 
了 哈密 顿 量 


-k(2 +242 \—£, (1. 34) 


对 于 坐标 转动 (1. 32) 式 具有 不 变性 . 
例如 : 


5/2 L3 9 do — 99 (1. 35) 


如 果 令 坐标 系 的 zs 轴 顺 时 针 方 向 转 到 , 则 在 电子 的 原 坐 标 x ,zs ,zs 和 新 从 


/ 
Lı =— X39 Lo = Xoo Le = L}, (1. 36) 


275 T] (1. 37) 


tH, fe Sl HOY ce KA, LIM AY BB BS AN E(B A 1. 34) 式 的 能 量 本 征 值 
一 样 . 同样 地 ,如 果 令 坐标 系 的 x 轴 顺 时 针 方 向 转 ,可 以 证 明 


= a £ (1. 38) 
也 是 氢 原 子 的 定 态 波 函 数 ,其 相应 的 能 量 本 征 值 和 (1. 34),(1. 37) 式 相应 的 一 


样 . 

从 以 上 的 讨论 可 见 ,物理 规律 的 对 称 性 质 将 属于 同一 能 量 本 征 什 的 不 
[ry We PR CHER AR ee OR. 因此 利用 对 称 性 质 ,不 仅 可 以 说 明定 态 的 分 类 ,还 可 以 
阐明 它们 之 间 的 联系 . 

因此 ,如 采 一 个 物理 系统 受到 扰动 的 影响 而 变化 ,我 们 可 以 利用 扰动 哈 
密 顿 量 的 对 称 性 质 来 研究 定 态 及 其 波 函 数 的 分 类 和 彼此 间 的 联系 经 过 扰动 
将 起 怎样 的 变化 .例如 ,利用 扰动 能 的 对 称 性 质 ,可 以 研究 原来 退化 的 能 级 
ERHET R TR Ja B RE R E E S SE o a. 

Bai ZA 9) BB FE BS OT PR PE Jit A SF IE jE EN 6 E D KAR XT ER E E A 
跃迁 过 程 的 规律 性 之 间 当 然 也 有 密切 的 联系 . 利用 这 些 对 称 性 质 可 以 说 明 
为 什么 有 些 蹊 迁 过 程 是 可 能 进行 的 ,而 有 些 跃 迁 过 程 是 不 可 能 进行 的 . 换 铝 
语 膏 ,利用 对 称 性 质 可 以 阐明 或 发 现 唉 迁 过 程 的 选择 定 则 . 在 一 些 特殊 的 情 
痪 下 ,其 至 可 以 利用 对 称 性 质 对 跃迁 几率 作 定 量 的 讨论 . 

所 有 以 上 的 讨论 部 说 明了 物理 规律 的 对 称 性 质 对 曾 明 量子 力学 过 程 的 
许多 规律 性 有 很 大 的 意义 . 


81.3 和 群 论 ,和 群 表 示 理 论 和 对 称 性 质 


物理 规律 的 茶 种 对 称 性 质 在 数学 形式 上 表现 为 拉 氏 函数 或 哈密 顿 量 对 
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于 茶 一 类 变换 具有 不 变性 . 每 一 类 变换 常常 形成 一 个 数学 中 所 定义 的 “ 群 ”. 
因此 数学 中 的 “ 群 论 ” 就 目 然 成 为 研究 物理 规律 对 称 性 质 的 数学 工具 . 

从 数学 形式 上 看 来 ,量子 力学 中 的 物理 问题 是 数学 希 尔 伯 特 (Hilbert) 
空间 中 的 天 量 和 算 子 问题 . 量子 力学 对 应 物理 态 的 波 函 数 由 希 尔 伯 特 空间 
中 的 天 量 来 反映 ,量子 力学 的 观测 量 由 希 尔 伯 特 空间 中 的 线性 变换 算 子 来 
反映 ;与 算 子 相应 的 线性 变换 矩阵 构成 “ 群 的 表示 ”. 因此 数学 中 的 “ 群 表示 
理论 "是 量子 力学 中 人 研究 对 称 性 问题 特别 适宜 的 数学 工具 . 

在 以 后 各 章 中 ,我 们 将 分 别 介 绍 : 线性 变换 的 理论 、 抽 象 的 群 的 理论 、 群 
表示 的 理论 以 及 这 些 理论 在 量子 力学 中 的 应 用 . 


$2.1 矢量 .空间 和 坐标 系 


我 们 称 一 组 n ABM CX 902 9°°° ; Tx) 为 一 个 n 维 空 jE] 中 的 天 量 , BY fel BRA 
n 维和 天 量 . 为 了 书写 方便 ,我 们 用 一 个 符号 x 代表 一 个 矢量 . 
两 个 天 量 x Aly 称 为 相等 ,是 当 


xi = y; (i=1,2,.…,n); (2.1) 
为 了 方便 ,我 们 将 等 式 组 (2. 1) 式 简写 为 
x= y. (2.2) 
RIRE? 为 天 量 x My WA, 4 
zi 一 Ti 十 yi (一 1)2 n); (2.3) 
(2. 3) 式 可 以 简写 为 
z= x+y. (2. 4) 
显然 ,天 量 的 加 法 满足 如 下 的 对 易 律 和 结合 律 : 
FT YS Ye | (2.5) 
(x+ytz=x+(y+2), 


因此 我 们 可 以 将 (2.5) 第 二 式 的 等 号 两 端 都 简写 为 


x+ ytz. (2.6) 
我 们 以 符号 0 表示 矢量 (0,0,0,…,0) , 称 为 零 矢 量 . 显然 有 
O+x=x. (2.7) 
ARE x 和》 之 间 存 在 看 如 下 的 天 系 : 
y; = cx, (一 271)， (2.8) 


其 中 c 为 一 个 数 ,那么 我 们 称 天 量 y ARB x 和 数 c 之 间 的 乘积 . 并 可 将 


(2.8) fi SW 
y= cx. (2.9) 


天 量 和 数 之 间 的 来 法 显然 满足 如 下 的 分 配 律 和 结合 和 


92.2 Ree RFE 9 


(c+tdx=cx+dx, | 


cx + y)=cxt+cy, (2.10) 
c(dx) = (cd )x. 
此 外 显然 有 
Onex=— 9, 
| (2.11) 
lex=x. 
我 们 称 下 列 一 组 半 个 矢量 
《1 = (1,0,0, 0); 
e, = (0,1,0, 0), 
(2.12) 


Cn 一 (0,0,0,°%*,1) 
为 n ZE ZS [By HA — “AB ip ZN ER. FE Fy 3 8 TB) PRE x= C Ltt Ln) 
可 以 与 为 如 下 的 形式 : 


x = > Liei» C2. 13) 
Zi RARE X 在 这 一 坐标 系 中 的 第 i 个 分 量 . 


$2.2 线性 变换 和 给 阵 


我 们 水 一 个 变换 为 线性 变换 ， “Hee Yı s M29 °°° 9 Yn E ETHE Ll»? 
Lo °°" 9 Tn HITTIR ZR HE PKI BY : 
Yi — » ,ai (2.14) 


在 以 后 为 了 书写 方便 ,我 们 约定 , 当 某 一 个 标 符 在 一 个 表 式 中 出 现 两 次 时 ， 
这 就 意味 看 将 这 一 表 式 按 这 一 标 符 求 和 . 按照 这 个 约定 , 式 (2.14) 可 简写 为 

yi = ajz; Q = 1,2,.,n). (2. 15) 
BENT AT ARE Cr sett oE) A Cy ot o Y D APAIN n 维 空间 中 的 天 量 , 将 线性 变换 
看 做 一 个 映射 过 程 ,将 了 看 做 是 x 的 映像 .我们 将 n 个 数 a; 排列 成 


U11 U12 adı 
QA] A22 Aon 
| “tT, (2. 16) 
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称 为 线性 变换 (2. 15) 的 算 子 ,也 称 为 矩阵 ,并 以 一 个 大 写 黑 体 字 母 4 代表 . 
ay 称 为 矩阵 A 的 第 i 行 、. 第 7 列 的 矩阵 元 ,或 简称 为 矩阵 4 的 矩阵 元 ,用 相应 
的 小 与 字母 表示 . 为 了 方便 ,我 们 可 以 将 (2. 15) 式 简写 为 

y = Ax. (2.17) 


§2.3 FEM Ry DE R ERRA 


Ai 一 b; (257 -一 1,2,°*+,n); (2. 18) 
(2. 18) 式 可 以 简写 为 


A = B. (2.19) 

RIJPER D HEREA AB 之 和 , 当 | 
ad, =a, +b; (i,j = 1,2,°%,n); (2.20) 

(2. 20) 式 可 以 简写 为 
D = A +B. (2.21) 
矩阵 的 加 法 显然 满足 如 下 的 对 易 律 和 结合 律 
A+B=B-+4A, | 69. 99) 
(A+B)+C=At+(B+0O. 


RTIA HB eG A BY FB IFES O 表示 之 . 显然 有 
O+A=A. (2. 23) 


对 于 线性 变换 (2. 17) 式 存在 着 如 下 的 分 配 律 


A(x + y) = Ax + Ay, | (2. 94) 
(A+ B)x = Ax + Bx. 
此 外 ,显然 有 
Ox = O. (2.25) 
KERER A AB 之 间 存 在 着 如 下 的 关系 : 
b; = ga; =a;g (i,j = 1,2,.,n), (2. 26) 


其 中 g 为 一 个 数 , 那 么 我 们 称 B 为 矩阵 A 和 数 g 之 间 的 乘积 ,并 将 (2. 26) 式 
简写 为 
B= gA = Ag. (2.27) 
矩阵 和 数 的 乘法 除了 满足 如 (2. 27) 式 中 所 表示 的 对 易 律 以 外 ,还 满足 
如 下 的 结合 律 和 分 配 律 : 


92.4 eSB EH RH 1] 


g(A+ B)= gA + gB. 


g (cA ) = (gc)A, 
(2. 28) 


$2.4 FM SME 


线性 变换 有 如 下 的 重要 特点: WEE 4 x BRN y, E BR y 变换 
为 ,那么 存在 看 一 个 矩阵 C 直接 将 x 变换 为 z ,因为 


Zi 5 bjYj = OFA pre» (2. 29) 
AY DLC 的 矩阵 元 是 
Cik = OG jp » (2. 30) 
我 们 称 窍 阵 C 为 矩阵 A 和 和 矩阵 B 的 乘积 ,并 将 (2. 30) 式 简写 为 
C = BA. (2. 31) 


不 难 证 明 ,矩阵 的 习 积 满足 如 下 的 结合 律 和 分 配 律 : 
C(BA)= (CB)A, 
(C+ D)A= CA + DA, 
A(C+ B)= AC + AB, (2. 32) 


但 是 矩阵 的 乘积 常常 不 满足 对 易 律 .通常 是 


BA Æ AB, (2. 33) 
DR BY bja p Aab n ;如 果 特 别 情况 下 有 和 矩阵 A 和 B 满足 关系 


那么 称 A 和 B 为 可 以 互相 对 吻 的 两 个 矩阵 . 
T AA o EAE RE A r A IE RE RJ AT A >» 
OA = O= AO. (2. 35) 


称 和 矩阵 


(2. 36) 
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为 单位 矩阵 ,并 以 符号 I 表示 之 .单位 矩阵 的 第 i 行 第 7 列 的 矩阵 元 为 6;. 不 
难看 出 工 和 所 有 怎 阵 可 以 对 多 ， 
IA = AI = A. (2. 37) 


如 果 和 矩阵 了 有 以 下 形状 


, (2. 38) 
9 d 


PR D EENIA ERE. 对 角 和 矩阵 中 ,只 有 从 上 左 到 下 右 对 角 线 上 的 矩阵 元 可 
能 不 等 于 零 ,其 余 的 矩阵 元 都 等 于 零 . 显然 ,所 有 的 对 角 和 矩阵 都 可 以 彼此 对 
多， 


所 有 的 矩阵 都 可 以 和 它 自己 对 易 . 因此 可 以 引入 如 下 简写 : 
AA =A’; AAA =A’, (2. 39) 


$2.5 H 变换 


线性 变换 (2. 17) 式 规定 每 一 个 x 都 有 一 个 映像 y. 但 是 反 过 来 并 不 见得 
每 一 个 y 都 是 一 个 矢量 的 映像 . 只 有 当 方 程 (2. 15) 在 y: 取 任 何 数值 都 有 解 
时 ,每 一 个 矢量 y 才 是 一 个 矢量 的 映像 . 由 此 可 知 , 每 一 个 矢量 y 都 是 一 个 矢 
量 的 映像 的 必要 和 充分 条 件 是 
detA 40, (2, 40) 
其 中 detA ERRA 的 行列 式 . 在 这 一 情况 下 ,方程 组 (2. 15) 的 解 是 唯一 的 . 
因此 x My 一 一 对 应 ,x 也 是 y 的 映像 . RMA 


— Å; 
x = By 9 b; -一 det A` (2. 41) 
其 中 Ai; 为 与 矩阵 元 a; 相应 的 余子 行列 式 . 不 难 证 明 ， 
BA = AB = I. (2.42) 


我 们 称 线性 变换 (2. 41) 式 为 线性 变换 (2. DRX HK BAA Hee. 
或 简称 为 A 的 逆 . 并 通常 以 符号 和 A” 表示 之 ,因此 有 

B = A`. 
(2. 41) 和 (2. 42) 式 可 以 写 为 
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x=Aty, A 'A=AA = 1. (2. 43) 
从 (2. 43) 式 的 第 二 式 可 以 看 出 ,4 也 反 过 来 是 4 的 逆 . 我 们 称 满足 条 件 
(2. 40) 式 的 十 阵 为 非 奇 异 和 矩阵 ,其 相应 的 变换 为 非 奇 异 变换 . TAL E SE Ap SF 
EEA WAE RE , 非 奇 异 的 线性 变换 有 逆 变 换 . 
矩阵 A 称 为 奇异 和 矩阵 ,其 相应 的 变换 称 为 奇异 线性 变换 , 当 有 


detA = 0. (2. 44) 
从 和 矩阵 乘积 的 定义 (2. 30) 式 和 (2. 31) 式 可 知 ， 
det( BA) = (detB) (detA). (2. 45) 


因此 奇异 矩阵 4 不 可 能 有 逆 和 矩阵 ,奇异 的 线性 变换 不 可 能 有 逆 变 换 . 
议 A Al B AB AEE By Aa , AK ZAR GS (2. 45) SR BA 也 是 非 奇 异 和 矩阵 . 因 
ILERE BA 具有 逆 和 矩阵 . 不 难 证 明 BA 的 逆 是 
(BA) = A“B". (2. 46) 
由 此 可 见 ,接连 进行 两 个 非 奇 异 的 线性 变换 ,总 的 效果 相应 于 进行 一 个 非 奇 
F oe TE AE H. 


$2.6 ”坐标 变换 和 相似 变换 


可 以 选 磁 不 同 的 坐标 系统 来 表示 同一 个 矢量 空间 . 在 一 个 坐标 系统 中 
一 个 天 量具 有 分 量 (zi ,zz，… ,Zs). 如 (2.13) 式 中 所 示 , 这 个 矢量 可 以 写 做 
Tiei， (2. 47 ) 
其 中 ei ,es,…,e, 为 这 一 坐标 系 的 基 矢 . 在 另外 一 个 坐标 系 中 , BRA IA ,这 
个 天 量 的 分 量 也 将 不 同 而 变 为 (z': ,TX2，… ,Tn). 利用 新 坐标 系统 中 基 矢 el, 
ez，,… ,en，, 这 个 矢量 也 可 以 表示 为 
Xe. (2.48) 
同一 个 矢量 在 不 同 坐 标 系 统 中 的 分 量 (zxi ,zs ，…z) 和 (zi zz，…Zz) 之 间 
的 关系 ,决定 于 不 同 坐 标 系 的 基 矢 el ,e,,…,e, 和 e1,es,…,e, 之 间 的 关系 . 
可 以 将 老 的 坐标 系 的 基 矢 e 在 新 的 坐标 系 中 表示 为 
e = eu; (i=1y*5n), (2, 49) 
ABA gi AY WORE RS AB (2. 47) 与 为 
Uji iC; (2.50) 
比较 (2. 48) 和 (2. 50) ,就 得 
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上 式 可 以 简写 为 
x = Ux, (2.51) 
RP x= Cay 90 0, A x 一 (zzo) 应 该 分 别 理解 为 同一 个 矢量 在 两 个 
不 同 坐 标 系 中 的 具体 表示 ;U 是 一 个 矩阵 ,其 矩阵 元 为 wu. 
当然 ,也 可 以 反 过 来 将 新 坐标 系 中 的 基 矢 e 在 老 的 坐标 系 表示 出 来 . 


e= ejvji, (2. 52) 
将 (2. 52) 式 代入 (2.49) 式 ,就 是 
e; = Envpuj;, (2.53) 
Uj Uji = Oni» (2. 54) 
设 以 Y 代表 一 个 矩阵 元 为 w 的 矩阵 ,那么 式 (2. 54) 就 可 以 写 做 
VU =I, (2.55) 


这 就 要 求 U 和 V AREA RE FA RSS. 

不 难看 出 ,同一 个 映像 过 程 在 不 同 的 坐标 系统 中 将 由 不 同 的 线性 变换 
表示 .例如 ,在 老 的 坐标 系 中 有 两 个 矢量 x 和 y, 其 中 y 是 x 的 映像 ,y 和 x 由 
下 列 线性 变换 联系 起 来 : 


y = Ax. (2.56) 
在 新 的 坐标 系 中 ,这 两 个 矢量 各 由 ”和 x 表示 : 
y =Uy, x = Ux. (2.57) 
y 和 x 由 下 列 线性 变换 联系 起 来 : 
y =Ax’, A’ = UAU. (2. 58) 


因此 同一 个 映像 过 程 在 不 同 的 坐标 系 中 由 不 同 的 算 子 A 和 A 和 体现. 
我 们 称 如 下 的 变换 
x—>x =Ux, A—>A’ = UAU! (2. 59) 
为 相似 变换 . 不 难看 出 ,矢量 和 和 矩阵 的 方程 在 相似 变换 后 不 会 改变 它们 的 形 
sk. 例如 ,如 果 下 列 方程 : | 


(2. 60) 
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(2.61) 


/ / 7 


y=Ax. 
TA Pes See EAR E E AR A J AR A ABS Se 
阵 、 零 天 量 . 


$2.7 REMEK 


我 们 称 RRB XY x se x 为 线性 无 关 , 当 表 式 
SJax®? (i=1,2,..,k) (2. 62) 


仅 在 所 有 的 系数 a 都 等 于 零 时 才 为 零 矢 量 ;否则 就 称 这 不 个 矢量 是 线性 相关 
的 . 显然 ,这 不 个 矢量 中 如 果 包 括 有 零 矢 量 . 那 么 它们 一 定 是 线性 相关 的 . 

WMR & 个 天 量 是 线性 相关 的 ,那么 一 定 可 以 找到 有 & (& 二 <) 个 矢量 ,它们 
是 线性 无 天 的 ,并 且 所 有 这 个 矢量 都 可 以 表示 为 这 有 个 线性 无 关 的 矢量 
的 线性 有 到 加 . 

我 们 可 以 用 如 下 的 方法 来 挑选 这 & TRB: 我 们 先 看 x ACRE 
Re BARE (ERS AR ,就 选 它 . 再 察看 x? ,假使 它 和 已 经 选 上 的 
天 量 是 线性 无 关 的 ,那么 就 也 选 它 ;如 果 它 和 已 经 选 上 的 矢量 是 线性 相关 的 ， 
ABA BLA EE. 然后 按照 察看 x ”的 方式 逐个 察看 x xO oe ,x 中 来 决定 取 
会 .这样 选 出 来 的 一 组 矢量 就 具有 上 述 的 性 质 , 是 线性 无 关 的 ,k 个 矢量 中 的 
任何 一 个 矢量 都 可 以 表示 为 这 一 组 矢量 的 线性 春 加 ， 

可 以 证 明 ,k 这 个 数目 不 会 因为 挑选 的 方法 不 同 而 不 同 .证 明 如 下 : 假 
使 我 们 按 二 种 不 同 的 方法 挑选 出 二 组 不 同 的 矢量 E, EO, EO 和 分， 
mss” SFR lm ,那么 所 有 的 都 可 以 表示 为 9 HASH: 


E” — egy? (1 = 1,2,°**,2), (2.63) 


Dd, dO = J, Dd) diecan? =0. (2. 64) 
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由 于 和 是 线性 无 关 的 ,(2. 64) 式 要 求 


> d;Cij = 0 (J = 上 ,2 m). (2.65) 


一 定 可 以 找到 一 组 不 都 等 于 零 的 解 d;. 这 就 推出 EY 50 EO 是 线性 相关 的 ， 
和 原来 的 假定 相 矛 盾 . 

不 难看 出 ,在 维 空间 中 可 以 选 出 个 线性 无 关 的 矢量 .一 个 坐标 系统 
的 基 和 天 el ，,… ,ee MEX — HA n 个 线性 无 关 的 矢量 ;因为 这 时 如 果 

Lie; (2. 66) 

是 零 天 量 ,那么 所 有 的 x; BUMS FE. 

可 以 证 明 ,在 ?” 维 空间 中 ,任何 (2 十 1) 个 矢量 都 是 线性 相关 的 . BE, 
EP peEo0 是 (2 十 1) 个 矢量 ,在 一 个 坐标 系 中 ,它们 可 以 表示 为 


ee = Dj se; G = 1,2,. ,nT 1), (2. 67) 
显然 ,可 以 找到 一 组 (n 十 1) 个 并 不 都 等 于 零 的 数 d; ,使 
Sg Nove, = ye Sidi; = 0. (2. 68) 
而 使 (2. 68) 式 满足 的 充分 必要 的 条 件 是 
Sade, =0 (= 1,…,n). (2. 69) 


(2. 69) 却 是 一 组 2 个 齐 次 线性 方程 ,但 未 知 数 dg 有 (2 十 1) 个 .因此 一 定 可 以 
$x Bl] AN AB SS FA NY 

可 以 证 明 ,天 量 间 的 线性 相关 或 线性 无 关 的 性 质 是 和 坐标 系 的 选择 无 
天 的 . 设 有 一 组 和 天 量 x ,x“,… ,x”, 它 们 在 男 一 个 坐标 系 中 表示 为 


x? =Ux® (i=1,2,.,n), (2.70) 
如 采 在 原来 的 坐标 系 中 ,它们 是 线性 相关 的 , 亦 即 可 找到 一 组 数 a ,as ,… ,a ,使 
Vax? =0, (2.11) 
那么 ,显然 有 7 
Slax D = UX ax = 0. (2.72) 


因此 在 新 坐标 系 中 ,它们 也 是 线性 相关 的 . 如 果 x ,x yo 是 线性 无 关 
的 EA xP x 9""" ,Xx 一定 也 是 线性 无 关 的 . 否则 ,一定 可 以 找到 一 组 数 
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Sox = 0, (2.73) 
HbA BLA 
Spx® =U"! yoxo = 0. (2.74) 
这 和 原来 的 假定 相 矛 盾 , 因 此 是 不 可 能 的 . 
用 类 似 的 方法 可 以 证 明 , 矢 量 间 的 线性 相关 和 线性 无 关 的 性 质 在 非 奇 
开 的 上 映像 过 程 中 不 会 改变 . 
3 2.8 复数 共 罗 征 阵 , te E as AU KE Be pE 


为 了 讨论 的 方便 ,我 们 引进 一 些 特殊 和 矩阵 的 定义 . 


b; = Qi (2.75) 
A 的 复数 共 恩 矩阵 通常 以 符号 4 表示 之 . 显然 有 
(AB)* = A* B*. (2.76) 
称 B 为 A We Ae A 
b = ay. (2.77) 
A 的 转 置 矩阵 通常 以 符号 4 表示 之 .不 难 证 明 
AB = BA. (2. 78) 
称 B 为 A WIE KIES EE FA i 
b; = a}. (2.79) 
A WGK se ae ee FES AT 表示 之 . 不 难 证 明 
(BA)' = A'B", (2. 80) 
矩阵 A 称 为 厄 米 矩阵 , 蔡 
A' =A (2.81) 
不 难 证 明 , 对 于 任何 矩阵 A, 有 
A= (A)* =A” (2. 82) 
PK A 为 实 和 矩阵 , 若 
A* =A (2. 83) 


称 A 为 对 称 和 矩阵 ,者 
A 一人. (2. 84) 


4 一 一 (4)-1 ， (2. 85) 
其 中 A OA FE (ay SE Ay A. 


$2.9 正 交 坐标 系 


S; | x) = >》 8i 一 g; 。 (2. 86) 


可 以 将 gj 当做 一 个 厄 米 矩阵 G 的 矩阵 元 . 为 了 保证 矢量 间 的 数 积 不 随 看 坐 
标 变 换 而 变换 ,我 们 规定 G 在 坐标 变换 (2. 51) 中 作 如 下 的 变换 ， 
G—>G = (U')'GU", (2. 87) 
显然 ,G 也 是 厄 米 矩阵 . 不 难 证 明 : 
(x | y) = Cy | Xei|lei) 一 5gi， | 
(x| y+z) = x| y) 十 《x | z), | (2. 88) 
(x+y |z) = <x |z) + <y |z). 
WR G 具有 这 样 的 性 质 : EWIE ERE x 满足 条 件 
(x | x) >0; (2. 89) 
那么 我 们 称 这 个 n 维 空 间 为 n 维 西 空间 . 显然 ,在 西 空间 中 ,detG 关 0, 否 则 
就 可 以 找到 非 零 矢量 x 满足 方程 Gx 二 0, 条 件 (2. 89) 不 再 被 满足 . 
PRE x 和 y 相互 正 交 , 奢 
(y|x)=0. (2. 90) 
在 一 个 nn 维 的 西 空间 中 ,我 们 可 以 找 出 个 线性 独立 的 而 且 相 互 正 交 的 
RẸ: 


€, = @1 > 
f 

/ (e,| e) ， 

CE， 一 《一 7 7 ÊI’ 
leil e1) 

/ (e,| e) / les | e) / 

€s — €3 7 7 ei FT 六 CE2， (2.91) 
Ce, | ei) (e,| es) 
—] 

, (e.|e,) , 
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MEX- ERE. 由 于 Ei 9€@2 9 °°" se, 是 线性 无 关 的 . 因此 e1 e’, res , ,都 不 
定 零 天 量 .可 以 将 (2.91) 式 改写 做 


e; = CU; , (2.92) 
并 将 ,作为 一 个 矩阵 U 的 和 矩阵 元 .那么 就 有 
detU = 1+ 0. (2.93) 


因此 可 将 (2. 92) 式 当做 一 个 坐标 系 的 变换 ,并 将 e1 „e, ? °°" ,ex 当做 新 坐标 系 
的 基 矢 . ei ,C2 9 ,er 显然 也 是 线性 无 关 的 . 从 (2. 91) 式 可 以 看 出 ,它们 是 相 
互 正 交 的 .在 新 的 坐标 系 中 有 


g= (ele) =0 GH). (2.94) 
经 过 适当 的 归 一 化 
e; = Àe, (2,95) 
我 们 可 以 使 
gy = leil ej) = 8}. (2.96) 


我 们 称 这 样 的 新 的 坐标 系 e; i=] 2 9?" ,7) 为 正 交 坐标 系 mil el Cs °° „e, Wl Æ 
这 一 坐标 系 的 单位 基 矢 ( 正 交 归 一 基 矢 ). 在 这 样 的 坐标 系 中 ,G' 就 是 单位 矩阵 


$2.10 A IER, LK BH 


如 来 线性 变换 A 使 映像 矢量 的 数 积 保持 和 原来 矢量 的 数 积 一 样 ,那么 
我 们 称 这 样 的 线性 变换 为 么 正 变换 . 么 正 变换 的 充分 必要 条 件 是 
A'GA =G. (2.97) 
在 西 空间 中 detG 40, Alban det4 关 0. 在 正 交 、 归 一 化 的 坐标 系 中 ,G 是 
单位 和 矩阵, 条件 (2. 97) 式 就 成 为 
A'A = I. (2. 98) 
我 们 称 满足 条 件 (2. 98) SRA EH A EER. 
称 线性 变换 A 为 厄 米 变换 , 若 对 于 任何 两 个 矢量 x 和 y, 有 


(Ay |x) = <y | Ax). (2.99) 
尼 米 变换 的 条 件 是 : 
A'G = GA. (2. 100) 
在 正 交 的 和 归 一 化 的 坐标 系 中 ,条 件 (2. 100) 式 就 简化 为 
4 =A, (2.101) 


因此 A 是 尼 米 矩阵 . 
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uvo u En ZEB Pm 个 矢量 ,所 有 由 wv，…,v, 线 性 全 加 成 的 天 


E = Dee, (2. 102) 


形成 一 个 矢量 空间 ， 我 们 称 这 个 空间 为 # 维 空间 中 由 z, ov, ERA TS 
A]. Av, ,ov 是 线性 无 关 的 ,那么 这 个 子 空 间 是 m 维 的 . 这 也 就 是 说 ,在 这 
个 子 空 间 中 ,有 m 个 线性 无 关 的 矢量 ,但 其 中 任何 (m 十 1) 个 天 量 部 是 线性 

相关 的 . 奢 v1，"…，,v; 是 线性 相关 的 ,那么 它们 所 生成 的 子 空间 的 维 数 就 小 
Fn. 

RITATS R, 代表 由 el1,…,e, 生成 的 2 ERI, ATS yR R, 中 
由 线性 无 关 的 zl ot 0, EME m 维 子 空间 .我 们 称 一 个 矢量 和 y EX, SE 
和 YY 中 所 有 的 矢量 都 正 交 . 

WR R, 是 一 个 西 空间 ,那么 R 中 存在 大 一 个 和 7 正 交 的 完全 的 子 空 
间 y .这 就 是 说 ,yY 中 所 有 的 矢量 都 和 7 TEER, 中 所 有 和 YY 正 交 的 矢量 都 
包含 在 y ZP. R, 中 任何 矢量 都 可 以 表示 为 y 中 的 一 个 矢量 和 7 中 的 一 个 
RELH. 

y 的 存在 可 以 这 样 证 明 : 我 们 再 选 (n 一 mm) 个 矢量 v3),… 0, Av, ，…， 
U ERER Hn 个 线性 无 关 的 矢量 ;这 是 一 定 成 立 的 ,否则 el ，,…,e, 将 不 
再 是 线性 无 关 的 . 可 以 应 用 3 2.9 中 正 交 化 的 方法 ， RAC. 91) P W e AR 

v ,得 到 一 组 2 个 线性 无 关 的 、 彼 此 正 交 的 矢量 zw 0, 显然 ,由 v1 On 

生成 的 子 空间 就 是 7. 不 难 证 明 , 由 vi1，… ,v; 线 竹下 加 组 成 的 任何 和 县 一 
定 正 交 于 7y. 相反 地 ,任何 和 y 正 交 的 矢量 一 定 可 以 写成 为 gw+l1，…o" 的 三 
加 . 因此 ,R, 可 以 看 做 是 v1,… ,wv 生成 的 空间 ,R, 中 的 任何 一 个 矢量 都 可 以 
表示 为 y 中 的 一 个 矢量 和 y 中 的 一 个 矢量 的 和 . y 是 一 个 (x 一 m) 维 的 子 空间 . 

可 以 证 明 ,在 一 个 么 正 线性 变换 下 ,或 在 一 个 厄 米 变换 下 ,一 个 子 空 间 7 
的 映像 被 包含 在 7 之 中 ,那么 与 之 相应 的 完全 正 交 空间 的 映像 也 一 定 被 包含 
在 y 之 中 .证 明 如 下 : 

如 果 A ETERA ABATE ERAN. 因为 之 正 变换 不 改变 
矢量 间 的 数 积 ，v1,… ,vwv; 的 映像 01,… ,wv 将 也 是 一 组 线性 无 关 的 、 相互 正 


相互 正 交 . 既然 由 vi» .以 生 成 的 子 空间 被 包含 在 由 ,… ol 生成 的 子 空 
Ay 之 中 ,vi， "可以 表达 为 0，，， ou, AZ HEB IM. 由 于 二 ,… ER 
性 无 天 的 ,因此 ,vi ,… ,wv 可 以 倒 过 来 表示 为 oi,…,v HEM. 换言之 ,y 也 
BAS EB viv, ERMAN FSIS. AOL ooo ERY ES E 


Ay 等 同 的 . 这 就 证 明了 由 v4+1，… ,vw 生成 的 子 空 间 被 包括 在 7y 之 中 . 用 同 
样 方法 可 以 证 明 , 由 w+1,… ,vi 生成 的 子 空间 和 YY 完全 等 同 . 


WR A 是 一 个 厄 米 线性 变换 , 令 w 代表 7 中 的 一 个 矢量 ,那么 


其 中 4 是 一 个 数 ,那么 我 们 称 包 是 矩阵 4 的 一 个 本 征 矢 量 ,4 为 和 本 征 矢量 
v, 相 应 的 本 征 值 ,或 简称 矩阵 A 的 本 征 值 . 显然 4 必须 满足 方程 
det(A — QAI) = 0, (2. 105) 
其 中 了 为 单位 和 矩阵. 方程 (2. 105) 称 为 矩阵 4 的 久 期 方程 . 久 期 方程 的 解 都 
ye Fa A 的 本 征 值 . 显然 , 久 期 方程 的 形式 在 坐标 变换 下 不 会 改变 . 以 UU 代 
表 产 生 坐 标 变换 的 矩阵 ,那么 在 新 的 坐标 系 中 久 期 方程 变 为 
detLU(A — AIDU™ |= detUdet(A — AI) detU™ 


是 不 变量 ,因为 它 就 等 于 久 期 方程 所 有 根 的 和 . 我 们 称 表 式 (2.107) 为 矩阵 A 
的 迹 . 其 次 detA 显然 也 是 不 变量 ,因为 它 等 于 入 期 方程 所 有 根 的 乘积 


定理 2.13.1 每 一 个 妈 维 空间 中 的 厄 米 线性 变换 或 么 正 线性 变换 4 都 
具有 一 套 n 个 完全 正 交 的 本 征 矢量 . 

WEAR 先 解 人 期 方程 (2. 105), 得 到 一 个 根 4， 然后 以 之 代入 本 征 方程 
(2.104) , 解 得 一 个 本 征 矢量 vi. vl 生成 一 个 一 维 子 空间 ,与 之 相应 有 一 个 和 
它 完 全 正 交 的 (x 一 1) 维 空间 R,_1. AA 而 产生 的 v ,的 映像 被 包含 在 由 vw) 生 
成 的 子 空间 之 中 ,R,_1 的 映像 也 被 包含 在 RZ. 

在 R, 中选 一 套 (2 一 1) 个 线性 独立 的 矢量 ws ,… ,wu ,它们 和 wi 正 交 .我 
们 可 以 将 vi 和 usu, 当做 一 个 新 坐标 系 的 基 矢 . 在 这 个 坐标 系 中 ,矩阵 G 
具有 如 下 的 形式 : 


gu = (v | v), g1, = (v | uU;), Za = U; | 0,)> o. 
(1,7 = 2, ,1). 
Zu 81 70, g; = (U; | u;) 
(2. 108) 
TIERE A 在 新 坐标 系 中 的 矩阵 元 为 a; s Mv, 的 映像 为 
Av, — a0, Janu — AiV, (2, 109) 
j= 2 
对 此 有 
Qi. 一 jy 9 d;i 一 (1 一 一 Zs n) (2. 110) 
u, 的 映像 
avt > aju (2,111) 
i= 2 
必须 被 包含 在 R,-1 之 中 ,因此 可 以 写成 ws,…,u HEM, OMA 
ai; 一 ¢ (J ~ 一 Zstt yn). (2. 112) 
在 新 坐标 系 中 ,A 和 G 分 别 有 如 下 的 形式 : 
Ay 0 0 .*e Q £11 Q Q “ee Q 
0 a22 Q23 A> 0 822 §23 § 2 
A 一 一 O d3? d 32 d3 9 G 一 一 Q 832 £33 £3 9 


9 2.13 主轴 变换 23 


我 们 定义 (2 一 1) 维 的 矩阵 G A A, UF 


822 B23 °° Lan A22 Q23, °° Qan 
832 £33 ”Ban A32 433 Qa3n 

G=| S “|, A=] “| (2.114) 
En 2 E n3 ns Zann an? A n3 eee Ann 


G 使 玉 -: 成 为 一 个 酉 空间 ,4; 是 这 个 空间 中 的 线性 厄 米 变换 或 么 正 线性 变换 . 

我 们 可 以 重复 以 上 的 讨论 ,应 用 于 这 个 (n 一 1) 维 的 空间 R，:. 在 解 久 期 
方程 

det(A, —AI) = 0 (2.115) 

和 相应 的 本 征 方程 以 后 ,得 到 一 个 4; EIEE A. 和 本 征 矢量 v,. 在 空间 R, 
中 ,它们 当然 也 是 4 的 本 征 值 和 本 征 矢量 .我 们 可 以 进一步 将 空间 R,_1 分 解 
为 Wz 生 成 的 子 空 间 和 相应 的 完全 正 交 (2 一 2) 维 子 空 间 R0 和 R, 当然 
也 和 wi 正 交 . 在 空间 R,-; 中 选 一 套 (n 一 2) 个 线性 无 关 的 矢量 将 os ,ok ，…， 
wo 将 它们 和 mv 一 起 作为 整个 空间 OR, 的 一 个 坐标 系 的 基 矢 . 在 以 vi ,wv,， 
03 ,O04，"… ,0@ 为 基 天 的 坐标 系 中 ,A AGC 将 具有 如 下 的 形式 : 


Ay Q Q (V | U ) 0 0 
A= |O A, Ol, G= Q <7 V, ) O |, (2.116) 
0 0 A; 0 0 G: 


其 中 A, M G, 都 是 (2 一 2) 维 的 矩阵 元 . 

如 此 类 推 ,我 们 最 后 得 到 一 套 n 个 相互 正 交 的 矩阵 A WATERS 
v1，,"…,V,. 在 以 这 些 本 征 矢 量 为 基 矢 的 坐标 系 中 ,A 是 对 角 和 矩阵 ,其 对 角 和 矩阵 
Tose AS TEE Ar ,X42,…,4,;G 也 是 对 角 和 矩阵 . 经 过 归 一 化 的 过 程 ,可 以 将 G 表 
示 为 单位 矩阵 . 

我 们 称 以 上 的 变换 过 程 为 将 矩阵 A 变换 到 主轴 上 的 主轴 变换 ,显然 4 
的 任何 本 征 值 4 BEAR PETE AL A, 之 中 . 和 4 相应 的 本 征 函 数 一 定 是 v， 
的 个 加 ,其 相应 的 4, 都 等 于 4. 因为 在 正 交 和 归 一 化 的 坐标 系 中 厄 米 变 换 或 


么 正 变换 必须 满足 条 件 (2. 101) 式 或 (2. 98) 式 ,可 知 厄 米 变换 的 本 征 值 必须 
是 实数 ， AERA EA ET 1. 
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Fa: A 可 以 通过 一 个 乏 正和 矩阵 UU 产生 的 相似 变换 , 变 为 一 个 对 角 和 矩阵 . 

定理 2.13.2 一 组 可 以 相互 对 犁 的 头 正 矩阵 或 厄 米 矩阵 可 以 同时 变换 
为 对 角 和 矩阵 . 

可 以 用 数学 归纳 法 证 明 这 一 定理 . 对 于 一 维和 矩阵 ,这 定理 显然 是 成 立 
的 ,因为 所 有 的 一 维和 矩阵 都 可 以 相互 对 易 , 也 都 是 对 角 和 矩阵 . 如 果 定 理 对 于 
所 有 nn 维 或 小 于 n 维 的 矩阵 都 成 立 , 那 么 不 难 证 明定 理 对 于 (n 十 1) 维 的 矩阵 
也 成 立 . 令 A 为 这 一 组 (xn 十 1) 维 矩阵 中 的 一 个 矩阵 ,其 相应 的 本 征 矢量 和 本 
征 值 是 : 


AS Vik Fe Uis VD， Us Wis Was °t, Mis 
AS {it 18 Ais Ais **%3 Al3 hos Àz, AI °" (2 117) 


(A1 Æ à: A e) 
以 这 些 本 征 天 量 为 基 和 拓 ABZ A BDO XT FEI. 0, ，,… ,vi 形成 一 个 kn 十 1 
维 的 于 空间 Ri, 它 由 A 的 所 有 本 征 值 属于 4; 的 本 征 矢量 组 成 . 与 此 相似 ,4 
的 所 有 本 征 值 为 4; 的 本 征 矢 量 形成 一 个 h 维 (hn 十 1) 的 子 空间 ,等 等 .如 
AL B 为 这 一 组 矩阵 中 的 任何 为 外 一 个 矩阵 ,显然 ,B 将 RR;,R;,… 等 分 别 映射 
为 Ri ,KK; ,… 各 日 的 一 部 分 或 全 部 .因此 在 以 A 的 本 征 矢量 为 基 矢 的 坐标 系 
中 ,B 分 解 为 一 系列 维 数 小 于 或 等 于 n 的 和 矩阵: 


B= | , (2. 118) 


B, 


B 中 对 角 线 上 的 矩阵 Bl,B,…B 之 外 的 矩阵 元 素 都 为 零 , 其 中 B, H Rk AER 
eB, Ah SERRE ,等 等 .由 于 这 些 和 矩阵 的 维 数 都 小 于 (z 十 1) ,因此 它们 可 以 
分 别 在 各 子 空间 Ri ,R;,… 中 同时 将 这 一 组 矩阵 变换 为 对 角 和 矩阵 . 那么 定理 
显然 也 对 于 (n 十 1) 维 时 成 立 . 这 样 ,定理 就 得 到 了 证 明 . 


$2.14 Fahey SRR HE 


为 了 以 后 讨论 的 方便 ,我们 引入 一 些 关 于 构造 矩阵 的 定义 和 和 定理 . 
议 有 两 个 2 维和 矩阵 4 和 B, 其 相应 的 矩阵 元 为 ai 和 bj. RAIE E XIE R 
WAA ALB ASDA IFS i 


W=AXB. (2.119) 
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HCP FB W 有 如 下 的 性 质 : 
Wien” 维 的 矩阵 , 它 的 行 由 一 组 双 数 (i,j) 来 标志 . 标志 方法 为 : 


(i 二 1,] 二 1) 标 志 第 1 行 , (i 一 1, 二 2) 标 志 第 2 行 ,…… (2 一 1, j=) PRA Nn 
行 ,(z 一 2,7 一 1) 标 志 
列 也 由 一 组 双 数 CR, 标志 : CR=1,1=D RES 1 列 , (R=1,1=2D HERA 2 
列 ……… kR=1,l=n) EB n 列 ,  R=2,1=1) READ (n +1) Bl, eee 
(h=n,l=n) tp n 列 . MRE W 的 矩阵 元 可 以 用 符号 w RR, WE 
阵 和 4,B,W 和 窍 阵 元 之 间 存 在 大 下列 关系 : 

Wisp) = Andy. (2.120) 


不 难 证 明 : 
(A X B)(C X D) = (AC) X (BD). (2.121) 


并 且 ,对 和 角 和 矩阵 的 外 积 仍 是 对 角 和 矩阵 ,单位 矩阵 的 外 积 仍 是 单位 矩阵 . 
可 以 将 矩阵 的 定义 加 以 扩充 ,我们 称 一 组 7n 行 、m Ij nXm 个 元 素 的 


(2. 122) 


a, Qo a 
为 一 个 4 行 m 列 的 矩阵 ,也 简称 为 矩阵 . 
如 采 三 个 矩阵 和 A,B,C, 其 行 数 和 列 数 都 相同 ,那么 我 们 可 定义 矩阵 C 是 
A 和 B 的 和 ,如 采 它 们 的 矩阵 元 满足 下 列 关 系 : 
C; = aj tb; (i=1,2,,n;] 一 ,2 77)， (2. 123) 
(2. 123) 式 可 以 简写 做 
C= A+ B. (2. 124) 
这 样 定 义 的 矩阵 加 法 显然 满足 对 易 律 和 结合 律 
A+ B= B+ 十 A, 
(A+ B)+C=A+(B+O). 
Wc FE Me A A Ll 47 m Fl), EE BA m FF n Jil, ERE C Al 7 na 列 ,相应 的 
矩阵 元 分 别 为 a; ,bj ,ci ;我 们 定义 矩阵 C 为 人 4 和 B 的 乘积 , 设 有 


(2. 125) 


Cr = Diab, i=1,2,,l;k = 1,2,.,n),) (2. 126) 


因此 不 是 相应 于 任何 两 个 矩阵 都 可 以 定义 一 个 乘积 的 . 在 二 个 矩阵 的 乘积 
中 ,第 一 个 矩阵 (从 左 数 起 ) 的 列 数 必 须 等 于 第 二 个 矩阵 的 行 数 . 矩阵 的 乘法 


(AB)C = A(BC), 
A(B+C) = AB+ AC. 
但 是 不 一 定 满足 对 易 律 . 
显然 ,在 长 方形 矩阵 中 不 能 引进 对 角 和 矩阵 和 单位 矩阵 的 定义 .长 方形 矩 
阵 不 能 与 自己 相 乘 .但 是 我 们 可 以 将 一 个 矢量 x 当做 一 个 一 列 的 长 方形 和 矩 
阵 ,将 线性 变换 


(2.127) 


y = Ax (2.128) 
看 做 是 矩阵 之 间 的 来 积 : 
yı il QW12 ay Lı 
y2 _ aa v2 r., we É (2. 129) 


Yn An An °° Am Ly 
可 以 将 X EESE Xa 9 X, ) 看 做 是 一 个 l ÍT n 3 AY FE BF , AB 
A EWI AF x SERYE ERK AT AA) TA. FORE A A E RE JE A k AR 
Wye A FE Be RR. RITE AY RG R E BY RS E E E E BR 


21. £12 °° Zin} |X 
; , , B21 £22 eee En X9 

(y | YX 一 (yi » Vo eee” ) ， ， ， ,|。 
Bnl Bn2 Bm X 


(2. 130) 


一 个 元 素 a,b,c, WEF g( 元 素 可 以 是 数 , 或 是 矩阵 ,或 是 变换 ,或 是 
物体 方位 的 变动 ,或 是 其 它 任 何事 物 ) 称 为 “ 群 ”, 如果 这 个 元 素 的 集合 满足 
以 下 的 条 件 : 

CD) Æg 中 的 元 素 之 间 可 以 定义 一 种 “乘法 ”运算 : 与 g 中 任何 二 个 元 素 
a 和 2 相应 ,名 有 一 个 也 属于 g RER, KEWAN a.b 

GD 元 素 间 的 乘法 满足 结合 律 


ael=l-a=da. (3.2) 


Civ) 相应 g 中 任何 一 个 元 素 a,g 中 一 定 还 包括 有 一 个 逆 , 记 为 a-!, 满 
足 如 下 的 条 件 


area 一 aa 一 1 (3. 3 ) 
BE HY Bil FR ZS. 


CL) 例如 除去 0 以 外 的 所 有 复数 的 集合 形成 一 个 群 , 当 我 们 定义 元 素 之 
间 的 乘法 为 复数 的 乘法 ,那么 数 1 就 是 单位 元 素 ,元 素 a HAREL. 


(4) 所 有 n 维 空 间 中 的 非 奇 异 线 性 变换 形成 一 一 个 群 . 两 个 非 奇 异 线性 变 
R A 和 B 的 情 积 定义 为 一 个 非 奇 异 线性 变换 C LIES 
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C=B-A. (3. 4) 
C 的 特点 是 先进 行 变 换 和 4 ,然后 接着 进行 变换 B, 那 么 进行 两 个 变换 A 
MB 的 结果 等 同一 个 变换 C 的 结果 . 如 果 以 和 矩阵 表示 线性 变换 ,那么 (3. 4) 
式 束 是 代表 和 矩阵 的 积 . 单位 元 素 就 是 单位 矩阵 ,元 素 4 的 道 就 是 矩阵 A 的 道 
AW, 
(5) WSR Fa A 满足 
detA = 1; (3.5) 
我 们 称 和 矩阵 A KARER, AEH A n W & BT EOL 
群 吓 做 特殊 线性 群 Cn. 
(6) 所 有 的 nn 维 么 正和 矩阵 UU, 并 且 相 应 的 行列 式 
detU = 1, (3. 6) 
也 形成 一 个 群 , 称 为 特殊 西 群 SUC). 
(7) 不 难看 出 ,三 维 空间 中 的 坐标 转动 形成 一 个 群 , 称 为 转动 群 . 时 
间 - 空 间 中 的 坐标 的 洛 伦 效 变换 也 形成 一 个 群 , 称 为 洛 伦 效 和 群 . 
(8) 一 组 对 个 物件 所 有 的 不 同 置换 法 形成 一 个 群 , 称 为 对 称 群 S,. 可 以 
用 下 列 符号 表示 一 种 置换 法 : 
l, 2 ， e. n 
| (3.7) 


Ais Ars ° A 


目 然 数 1,2,，……,72 标志 nn 个 物件 ,al ,as,… ,a, 是 一 种 排列 法 . 由 (3. 77 表示 的 
置换 过 程 就 是 ,将 1 换 为 a1,2 换 为 a; ,3 RN a3. n RH an. 接连 进行 两 
个 置换 所 得 结果 称 为 这 两 个 置换 的 习 积 . 以 三 个 物体 的 置换 为 例 : WW p 
和 ps 代表 下 列 两 个 置换 : 


a ee 
那么 它们 的 乘积 
pes 1 ls 1) ss) S 
就 是 先进 行 置换 如, 再 进行 置换 ps 的 结果 . 显然 , 群 中 的 单位 元 素 就 是 
peron aao 


显然 ,每 一 个 置换 都 有 一 个 逆 , 它 们 相 乘 就 得 到 (3. 10) 式 . AAEE A , PRY 
来 法 满足 结合 律 . 
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$3.2 阿 贝 尔 群 ,于 群 


一 般 说 来 , 群 的 元 素 的 乘法 未 必 满 足 对 易 律 ;如 果 有 一 个 群 , 它 的 元 素 
的 来 法 满足 对 易 律 ,那么 这 个 群 就 叫做 阿 贝 尔 群 . 

例如 3 3.1 例子 (1),(2),(3) 中 的 群 是 阿 贝 尔 群 ,例子 (4),(5),(6)， 
(7) ,《8) 中 的 群 不 是 阿 贝 尔 群 .不 难看 出 ,虽然 三 维 转动 群 不 是 阿 贝 尔 群 ,二 
维 空间 中 的 转动 群 却 是 阿 贝 尔 群 . 

一 个 群 g 中 的 一 个 子 集 g 称 为 群 g 的 一 个 子 群 , 当 它 按 群 g 中 所 用 的 
来 法 ,也 形成 一 个 群 . 

例如 :3 3.1 中 例 (2) 中 的 群 就 是 例 (1) 中 的 群 的 子 群 . 特殊 酉 群 SUC) 
又 是 特殊 线性 群 C, 的 子 群 . 三 维 空间 转 动 群 是 洛 伦 效 群 的 子 群 ,二 维 空间 
枝 动 群 又 是 三 维 空 间 转 动 群 的 子 群 . 

不 难看 出 ,一 组 n 个 物件 所 有 不 同 的 偶 置 换 是 对 称 群 S, 的 一 个 子 群 , 称 
为 交代 和 群 . 

如 采 群 的 元 系 的 个 数 是 无 限 的 ,那么 就 称 为 无 限 群 .3. 1 中 的 例子 从 
(1) 到 (7) 都 是 无 限 群 .如 有 果 群 的 元 素 的 个 数 是 有 限 的 ,那么 就 称 为 有 限 群 . 
有 限 群 的 不 同 元 聚 的 个 数 称 为 这 个 群 的 阶 . 例如 对 称 群 和 交代 群 都 是 有 限 


RE. 对 称 群 S, 的 阶 是 1. 它 的 子 群 交代 群 的 阶 是 二 n!. 假使 一 个 无 限 群 , 它 


的 元 系 可 以 用 一 个 或 一 组 连续 变化 的 参数 来 标志 ,那么 就 称 为 连续 群 . § 3. 1 
中 从 (1) 到 (7) 的 例子 都 是 连续 群 . 


$ 3.3 


FEAL IC HAIR 


a = cbc“, ac=cb, (3.11) 

而 c 为 群 的 任意 一 个 元 系 . 显然 ,如 果 元 素 a 和 2 HHA Oth Ma HEM, 

mA a 和 6 tA a SESE. GZ a Mb EGE. Ald FEM MA a Md wit 
H, ARAN FE Soc R f 和 g 来 说 ,有 

(fe) =g'f. (3.12) 

FRAT PR Ba ASE — TP CREME TTR RGA APSA. 如 果 两 个 类 有 一 
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个 元 和 聚 是 相同 的 ,那么 这 两 个 类 完全 相同 ;如 果 两 个 类 不 同 , 那 么 它们 所 有 
HY GAR Ab AS fa]. 因此 可 以 将 群 的 元 素 分 成 不 同 的 类 ,每 一 个 元 素 只 属于 一 个 
类 . 

显然 ,单位 元 素 1 单独 自 成 一 类 . 除了 这 一 个 类 以 外 ,其 余 的 类 都 不 可 能 
形成 一 个 子 群 ,因为 它 们 都 不 包括 单位 元 素 ， 


$3.4 PŠ 集 


We 为 g 的 一 个 子 群 . gi 的 元 素 是 1,6b1,b;,b;,…. 设 a 是 g 中 的 任何 
一 个 元 素 ,那么 元 素 
a ab, ab sab; s.t" (3.13) 
PA HOR a 生成 的 子 群 g1 WARE ,并 以 符号 agi 表示 . 如 果 a 就 是 单位 
NRM LERKAR ETE 2 自己 . 如果 a 不 属于 gi: ,那么 显然 它 所 
生成 的 左 陪 集 不 形成 一 个 子 群 ,因为 在 这 个 左 陪 集中 不 包含 有 单位 元 素 . 
可 以 证 明 ,如 有 果 两 个 左 陪 集 ag, 和 cg, 有 一 个 元 素 相同 ,那么 这 两 个 陪 
集 的 元 素 完 全 相同 . 设 
ab; = cb;, (3. 14) 
则 有 
a=cb,b;’, (3. 15) 
因此 左 障 集 ag, 中 任何 元 素 
| ab, = c(b,b;'b,) (3. 16) 
显然 也 被 包含 在 左 陪 集 co, 中 . 同样 地 可 以 证 明 ce, 中 任何 元 素 也 被 包含 在 
agi ZH, em 
元 率 分 成 不 同 的 左 陪 集 . 每 一 个 元 素 只 一 个 子 陪 集 . 
用 相似 的 方法 可 以 定义 右 辽 集 和 让 SEER 性 质 . 
如 果 g 是 有 限 群 , 它 的 阶 是 ,那么 它 的 子 群 g: 也 是 有 限 群 . 令 g HB 
是 1, 那么 所 有 左 陪 集 所 包含 的 元 床 的 数目 都 相等 . 显然 ,gs 所 有 的 元 素 可 以 


分 为 不 同 的 左 陪 集 , 可 见 卫 一 m 是 一 个 正 整数 . 我 们 称 m 为 子 群 81 TERE g 


中 的 指数 . 
当然 ,不同 的 类 中 的 元 素 的 数目 未 必 一 定 相 等 . 


3 3.5 不 变 于 群 , 商 群 


We ett g 的 一 个 子 群 ,agl 和 cgi 是 二 个 左 陪 集 .通常 情况 下 ,agi 中 
的 一 个 元 素 和 cer 中 的 一 个 元 素 的 乘积 的 集合 , 必 再 是 一 个 左 陪 集 . 不 难 证 
HH , 厂 g1 HJIR Æ 
1,6, 502 b3 stet, (3.17) 
那么 元 素 
ala’, abya, ab,a', absa ，… (3. 18) 
的 集合 也 形成 一 个 子 群 ,并 以 符号 anga 一 表示 之 , 称 为 和 8gi HTH. 若 
a 是 g1 中 的 一 个 元 素 , 那 么 子 群 gs MHP TH aga :就 完全 重合 . 但 是 车 
a 并 不 是 g1 的 元 系 ,那么 g Magia 就 未 必 重 合 . 
我 们 称 子 群 2. 为 一 个 不 变 子 群 , 若 所 有 的 共 斩 子 群 agia HA g 相 
重合 ,其 中 au 可 以 是 群 g 中 的 任何 元 素 . 
如 果 gi 是 一 个 不 变 子 群 ,那么 左 陪 集 ag, 中 的 元 素 和 左 陪 集 cg 中 的 
元 素 的 乘积 的 集合 也 是 一 个 左 陪 集 ,并 且 和 左 陪 集 acg 相 重 合 . 我 们 可 以 将 
一 个 无 障 集 当做 一 个 元 素 , 将 两 个 左 陪 集 乘 积 所 形成 的 左 陪 集 当 做 这 相应 
的 两 个 元 系 的 滋 积 ,那么 所 有 这 些 元 素 就 形成 一 个 群 , 称 为 商 群 ,并 以 符号 
g/g: RI. 
注意 不 要 将 商 群 ,g/g! MTE gj 混同 起 来 . 子 群 g 的 元 素 和 和 群 g 的 元 
系 一 样 . 商 群 的 元 素 是 子 群 g 的 左 陪 集 . 商 群 的 单位 元 素 就 是 子 群 g. 
同样 ,可 以 讨论 右 陪 集 的 相应 问题 . 显然 ,如 果 gi1 是 一 个 不 变 子 群 ,那么 
Fc bs Se 


LS 1 一 agia a — £1a (3, 19) 


阿 册 泵 群 的 一 切 子 群 都 是 不 变 子 群 . 以 一 个 n SES RR, 为 例 . 设 以 这 

空间 中 的 矢量 为 元 京 , 以 矢量 的 加 法 作为 元 素 间 的 乘法 ,那么 这 个 nn 维 空 
问 中 的 所 有 矢量 就 形成 个 阿 上 页 尔 群 ,其 单位 元 素 就 相应 于 零 矢 量 . 设 
0，…on 生 成 一 个 于 空间 7y ,那么 不 难看 出 , 子 空间 y 中 所 有 的 矢量 形成 一 
个 于 群 . y 和 天 ,中 任何 一 个 矢量 相 加 就 形成 一 个 陪 集 . 我 们 可 以 再 选 
(n 一 1) 个 天 量 v;1… ,9, ,和 vj ，…,v 合 起 来 组 成 一 组 n 个 线性 独立 的 矢 
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Am Up F *** + aU, (3. 20) 
和 yy 相 加 就 是 一 个 陪 集 , 其 中 amti otan, 是 一 组 (xn 一 m) 个 数 . 因此 每 一 个 像 
(3.20) 式 所 表示 的 矢量 就 相应 于 一 个 陪 集 ,可 以 当做 是 商 群 的 一 个 元 素 . 由 
vn+1， "DV, 生 成 的 (x 一 m) 维 子 空间 就 是 商 群 R,/Y. 


3 3.6 群 的 同 态 、 同 构 和 群 表 示 


我 们 称 群 g IAS THER g 中 的 每 一 个 元 素 a WF oe 中 的 一 个 确 
ERL a,g 中 二 个 元 素 a Mb MAR ab 对 应 于 EF 中 相对 应 的 元 素 Mb 
的 乘积 到 ,而 且 中 的 每 一 个 元 素 至 少 对 应 于 g 中 的 一 个 元 素 . RINK Ze 
群 g 的 同 态 映像 . 

GAR HH g 和 和 群 巨 的 元 率 是 一 一 对 应 的 ,并 且 元 素 的 乘积 也 一 一 对 应 , 那 
么 我 们 称 群 g 和 群 相互 同 构 ;因为 只 是 表示 两 个 群 的 元 素 的 符号 不 同 , 两 
个 群 的 结构 是 完全 相同 的 . 

抑 华 一 个 同 态 的 例子 .不 难看 出 ,整数 1 和 一 1 形成 一 个 二 阶 群 , 当 元 素 
之 间 的 滋 积 定义 为 数 的 乘积 ;显然 ,这 个 群 是 对 称 群 S, 的 同 态 映像 , 当 我 们 
令 工 对 应 于 所 有 的 偶 置 换 , 一 1 对 应 于 所 有 的 奇 置 换 . 不 难看 出 ,这 个 群 和 由 


x—>x, 
(3.21) 
x—>— x 


两 个 变换 形成 的 空间 反射 群 是 同 构 的 . 

WR g Me 并 不 同 构 , 但 是 是 g 的 同 态 映像 ,那么 不 难 证 明 ,g 中 所 
AME 的 单位 元 素 对 应 的 元 素 形成 g 中 的 一 个 不 变 子 群 A. 因为 设 g 中 的 元 
系 

Ql saz 943 9 (3. 22) 


和 5 中 的 单位 元 素 1 相 对 应 ,那么 (3. 22) 中 元 素 的 乘积 也 对 应 于 顽 中 的 工 , 因 
此 也 被 包括 在 (3.22) 之 中 . 此 外 不 难 证 明 ,g 中 的 单位 元 素 1 也 一 定 对 应 于 
中 的 单位 元 素 1. 令 g 中 的 单位 元 素 1 对 应 于 EF 中 的 一 个 元 素 E, 令 5 是 g 
中 任何 一 个 元 素 , 并 令 65 是 FF 中 和 6 相对 应 的 元 素 , 那 么 必须 有 如 下 的 对 应 : 

lb=b, ēb =b, (3. 23) 
因此 ,z 显然 是 5 的 单位 元 素 1. HECHT Hg 的 单位 元 素 1 也 被 包括 在 
(3.22) 所 列 的 元 素 之 中 .不 难看 出 a ,as,… 的 逆 也 对 应 于 中 的 1, 因 为 必 
须 有 如 下 的 对 应 : 
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ayait 一 1， lel= 1. (3.24) 
IX WOUE AA T (3. 22) 式 中 所 列 的 元 素 形 成 g 的 一 个 子 群 . 而 且 这 个 子 群 A 是 
一 个 不 变 子 群 . 因 为 从 如 下 的 对 应 
baib =al, b1) = 1 (3. 25) 
可 以 看 出 ,和 hh AETR EA. 

不 难看 出 ,和 中 某 一 个 确定 的 元 素 相 对 应 的 g 中 的 所 有 元 素 形 成 一 
个 不 变 子 和 群 h 的 陪 集 . Al g PCR AA 的 陪 集 一 一 对 应 . 这 也 就 是 说 ,有 
AM fl BE g/h 同 构 . 这样 我 们 就 证 明了 如 下 的 定理 : 

定理 3.6.1( 同 态 定理 ) BEF g ER e 的 同 态 映像 ,那么 群 & 就 同 构 于 
商 群 g/h,h 是 g 中 和 区 的 单位 元 素 相 对 应 的 所 有 元 素 形 成 的 不 变 子 群 . 反 
过 来 说 ,每 一 个 商 群 g/h 都 是 群 g 的 同 态 映像 , 当 我 们 令 g 中 的 任何 一 个 元 
Ra 和 包括 这 个 元 素 a 的 障 集 相对 应 . 

例如 : 由 偶 置 换 形 成 的 交代 群 是 对 称 群 的 不 变 子 群 ,其 相应 的 商 群 和 由 
1 和 一 1 组 成 的 二 阶 群 同 构 . 

同 态 概念 的 一 个 重要 特殊 情况 是 : 5 是 由 矢量 空间 R 中 的 线性 变换 所 
形成 的 群 . 这 就 是 说 , 群 g 中 的 每 一 个 元 素 a 和 一 个 矢量 空间 中 的 一 个 非 奇 
异 线性 变换 4 相对 应 , 而 且 元 素 的 积 ab 和 相应 的 线性 变换 的 积 AB 相对 应 . 
我 们 称 这 一 组 线性 变换 (或 矩阵 7 是 群 g 的 表示 . 矢量 空间 的 维 数 ” 称 为 表 
未 的 维 数 .如 采 这 个 线性 要 换 群 同 构 群 8, 那 么 表示 就 称 为 是 一 一 的 . 假使 表 
示 不 征 一 一 的 ,那么 这 个 线性 变换 一 定 是 一 个 商 群 g/h 的 一 一 表示 
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$41 等 价 表示 


如 条 已 经 知道 群 g 有 一 个 表示 : 和 和 群 元 素 a,b,c, AMEE 
A,B,C,» (4.1) 
那么 可 以 立即 从 这 一 个 表示 求 得 无 穷 多 个 别 的 表示 , 令 P 为 任何 一 个 非 奇 
弄 的 、 维 数 和 (4.1) 中 矩阵 的 维 数 相同 的 矩阵 . 令 和 矩阵 
A = PAP", B’= PBP”, C = PCP", - (4. 2) 
HIR a,b,c,"… 相 对 应 ,那么 (4. 2) 中 的 矩阵 显然 也 是 群 g 的 一 个 表示 . Al 
用 相似 变换 ,可 以 从 一 个 表示 得 到 无 数 其 它 的 表示 . 
我 们 称 两 个 表示 为 等 价 的 ,如 果 一 个 表示 可 以 用 相似 变换 从 另 一 个 表 
AN te BI). 如 在 第 二 章 所 说 的 ,在 矢量 空间 变换 坐标 系 的 时 候 , 相 应 地 表达 
个 线性 变换 的 矩阵 作 一 个 相似 变换 . 因此 等 价 表示 可 以 理解 为 同一 套 线性 
AE th FEAR |e] BY AA hs ZA HP AY AB [ie] Bes SK. 


$4.2 可 约 表 示 和 不 可 约 表示 


HEREZH R 中 存在 一 组 非 奇 异 线性 变换 ,并 是 群 g 的 一 个 表示 . 如 
林 仔 在 一 个 既 非 零 矢 量 也 非 整 个 空间 R 的 子 空 间 7, 它 在 群 g 表示 的 线 
性 变换 下 变换 为 其 自身 ,那么 我 们 就 称 这 个 表示 为 可 约 的 , 称 空 间 R 对 于 群 
gen APS y 为 对 于 群 g 不 变 的 子 空间 . 

为 了 得 到 关于 可 约 表示 比较 具体 的 概念 ,我 们 选择 一 个 坐标 系 , 它 的 基 
天 是 ww,… Uy,» PER uy eu, 生成 子 空间 y ,那么 必然 有 
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其 中 A 是 和 群 元 素 a 相应 的 线性 变换 . 在 这 个 坐标 系 中 ,相应 的 矩阵 具有 如 
下 的 形式 : 


P 
O S 


其 中 P,Q,S 为 具有 和 矩阵 元 p; ,qi ,sn 的 矩阵,O EREE. 显然 ,P 可 以 作为 
一 个 群 g 在 空间 y 中 的 一 个 表示 ,S 可 以 作为 一 个 群 g 在 商 空 间 R/Yy 中 的 
KIR. 
当然 , 基 天 w+1，…,u。 的 选择 有 一 定 的 任意 性 . 假使 适当 地 选择 这 些 基 
和 天 ,有 可 能 使 @ 也 成 为 零 和 矩阵, 那么 这 些 基 矢 w41,… ,wi 也 生成 一 个 对 群 g 不 
变 的 子 空间 y. 在 这 种 情况 下 ， cin SB] R 分 解 为 两 个 不 变 子 空间 ,并 写 做 
一 7Y 十 7Y . (4,5) 
HERNIA AT 如 果 我 们 以 符号 D 代表 R 空间 中 原来 
的 表示 ,以 符号 Di 代表 不 变 子 空间 y 中 的 表示 ,以 符号 D 代表 不 变 子 空间 
ARA ARIIN dem D 分 解 为 表示 D, 和 表示 D, ,并 写 做 
D = D' + D,. (4.6) 
如 果 4 是 么 正 窍 阵 ,那么 当 4 使 子 空间 7 变换 为 其 自身 , 则 也 一 定 使 和 
Y 完全 正 交 的 子 空间 7y 变换 为 其 自身 . 因此 如 果 群 g 的 一 个 么 正和 矩阵 表示 是 
可 约 的 ,那么 它 一 定 是 完全 可 约 的 ,可 以 分 解 为 其 它 表 示 之 和 . 不 难看 出 ,分 
解 得 到 的 每 一 个 表示 也 是 义 正和 矩阵 表示 . 
如 果 群 a 间 玉 中 有 一 个 表示 ,但 是 除 零 矢 量 和 尺 自身 以 外 ,对 于 g 
没有 别 的 不 变 子 空间 ,那么 我 们 称 这 个 表示 为 不 可 约 的 . 
由 此 可 见 g 的 任何 有 限 维 的 么 正 表 示 都 可 以 分 解 为 不 可 约 的 么 正 
表示 之 和 . 
可 以 证 明 ,每 一 个 有 限 群 的 表示 都 等 价 于 一 个 么 正 表 示 . KARP g 有 
N Raast Qn ERF g 的 一 个 nn 维 表示 D 中 ,其 相应 的 矩阵 为 Ali， 
A, ,… ,An. 我 们 定义 任何 两 个 矢量 x Aly 的 数 积 为 


(4.7) 


其 中 (4,x )， 代表 矢量 4。 x 的 第 个 分 量 ,ag 为 矩阵 A, SBR ATSB UA 
阵 元 . 显然 
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A > 0. (4,8) 
因此 这 个 nn 维 空间 是 一 空间 在 这 个 空间 中 A1,…,An 都 是 么 正 线性 变 


(4.9) 


这 是 由 于 当 A, MH A, A, Ans AA, WHH A, ,4;，，…4N 的 缘故 . 如 果 
我 们 变换 到 一 个 正 交 归 一 化 的 坐标 系 , 那 么 4 ,A,,…,An WERN A IE 
阵 . 这 就 是 说 , 群 g 的 表示 是 和 一 个 义 正 表 示 等 价 的 . 因此 如 果 有 限 群 的 
一 个 表示 是 可 约 的 ,那么 它 一 定 是 完全 可 约 的 . 


$ 4.3 分 解 为 不 可 约 表 示 的 唯一 性 


定理 4.3.1 WR g 是 一 个 群 ,在 空间 R 中 群 8 有 一 个 表示 DD,D 可 以 


D= D, +D; + +D’ (4. 10) 
R 相应 地 分 解 为 一 系列 不 变 子 空间 : 
R= Fy TT Yas (4. 11) 
而 a 是 R 中 的 一 个 不 变 子 空间 ,那么 可 以 证 明 R 可 以 分 解 为 
R=aty, Hy, tty,» (4, 12) 


FEA r, (i 二 1,2,…,k) 是 M1 V2 tt Ms 中 的 个 不 可 约 不 变 子 空间 
证 明 首先 引入 并 集 子 空间 的 定义 . 设 w< 和 8 是 两 个 子 空间 ,a 中 任何 
一 个 舌 量 和 8 中 任何 一 个 矢量 相 加 可 以 得 到 一 个 矢量 ,所 有 这 些 相 加 而 得 的 
天 量 的 集合 形成 一 个 新 的 子 空 间 ,我们 称 这 个 新 的 子 空 间 为 a 和 8B 的 并 集 了 于 
空间 ,并 以 符号 (a,B) 表 示 之 . 
考察 以 下 一 系列 不 变 子 空间 : 
a= (arn); 
a2 = an 92) (4. 13) 


Qh CHE Yn) 9 
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我 们 称 既 属于 a 又 属于 B 的 矢量 的 集合 为 a 和 8 的 交 . 显然 a My, 的 交 是 
中 所 包含 的 一 个 不 变 子 空间 ,因为 如 果 w 既 属 于 a 又 属于 yi; BARA D p 
NRE AE 上 之 后 得 到 的 矢量 一 定 也 是 既 属 于 a 又 属于 yi. 但 是 x 是 
ANWAR EOE A SAMS RES RE RAAF. 因此 a 和 Yi 的 
SCAR EERE ME 7. 在 前 一 种 情形 之 下 ， 
al = aty; (4. 14) 
在 后 一 种 情形 之 下 
al 一 a. (4,15) 
A UE + = ANS yi 的 全 部 ,要 么 就 除了 零 矢 量 以 外 和 n 没有 共同 的 矢量 . 


Q2? — Qi 十 Y23 (4, 16) 


如 此 类 推 ， 检查 Q3 Q4 9°" CQ。 这 样 就 证 明了 (4 12) 式 . 


定理 4.3.2 g 是 一 个 群 ,D 是 群 g 在 空间 R 中 的 一 个 表示 . 用 一 种 方 
法 ,D 可 以 分 解 为 一 系列 不 可 约 的 表示 


D=D,+D,+--+D,, (4, 18) 
R 相应 地 分 解 为 一 系列 不 变 子 空间 
R=y+yt--+y,; (4,19) 
用 另 一 种 方法 ,又 可 以 将 也 分 解 为 一 系列 不 可 约 的 表示 
D = D? +D? +. +DL, (4, 20) 
相应 地 分 解 为 一 系列 不 变 子 空间 
R = y? py peye., (4.21) 


那么 可 以 证 明 r= s. 如 果 将 DY, DO e, DO A — FE ASE HEA, EZ 
它们 就 和 D: ,D:，…,D, 相对 应 ,相互 等 价 .将 YD yP ,yo 按 另 一 适当 的 
次 序 排序, 那么 它们 就 和 yi,y;,…,y, 一 一 对 应 ,相互 同 构 . 
WEARS 
yg = y? 十 y 3) 十 .十 y (4. 22) 
那么 根据 (4. 12) st RRA 


R=at > y,, (4. 23) 
其 中 Dy 代表 若干 7, 之 和 . 从 (4. 2D MG. 23) 式 可 以 看 出 ,xD 和 Sly, 都 
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同 构 于 商 空 间 K/a, 因 此 它们 也 彼 些 同 构 : 
YP = Dn. (4, 24) 


Hy? SEA RRA ARE 2S 1), Ate, 也 必须 是 不 可 还 原 的 . 换 言 
之 ， a7 中 其 实 只 有 一 项 . 如 果 将 y, 标志 适当 ,我 们 就 将 和 ye 同 构 的 那个 


不 变 子 空间 标志 为 yi. 因此 我 们 有 
y? =. (4,25) 
按照 (4. 21) 式 和 (4. 25) 式 ,可 以 将 尺 分 解 为 
R =y? HY? tee ty? +n. (4, 26) 
我 们 令 
B — y® fy) toes 二 +y, (4. 27) 
那么 根据 定理 4. 3. 1 ,我 们 有 
R= B+ >》 7 (4, 28) 


>) y, An yA PR A EKE y. 从 (4. 26) 式 和 (4. 28) 式 可 知 y® 同 
构 于 >07, : 
AEDA A (4. 29) 

因此 》,7, 必 须 是 不 可 还 原 的 ,因此 其 中 只 包含 一 项 . 在 适当 的 标志 下 ,这 一 
项 是 y, ,那么 就 有 YY Sy. AKA 

R = yè +e Hye +n +n. (4. 30) 
如 此 类 推 , 最 后 我 们 得 

R= YO +y Fy Ft + Ye. (4. 31) 


Ha Ay? 同 构 于 > ,7, .由 于 yy? 是 不 可 还 原 的 ， > 中 只 能 有 一 项 , 因 


此 必须 有 
r=s, yy. (4, 32) 
由 于 为 和 ye AB Ta Aa FY E R/a, 因 此 D 和 D 都 等 价 于 群 g EA 
ZE R/a 中 的 表示 . 换言之 ,D 和 了 “彼此 等 价 .用 同样 方法 ,可 以 证 明 必 ， 
等 价 于 DY (yy 二 2,3,… ,5). 
由 此 可 知 , 在 将 一 个 群 的 表示 分 解 为 不 可 约 的 表示 之 和 时 ,不 论 用 什么 
方法 分 解 ,得 到 的 不 可 约 表 示 是 确定 的 . 换言之 ,不 同 的 方法 分 解 得 的 不 可 
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引 表 不 向 此 一 一 等 价 . 在 这 个 意义 上 说 ,分 解 某 一 个 表示 为 不 可 约 表示 上 共有 
唯一 性 . 


m 


u, = 2, vb ; (4. 34) 


我 们 可 以 定义 一 个 nXm 维 的 空间 ， UV 4EN AER RAR, AR, WF 
积 空间 . 在 这 个 乘积 空间 中 可 以 引进 一 个 线性 变换 ,在 这 个 线性 变换 中 wm 的 
映像 是 


UU, = > Suva sbn. (4. 35) 
， H f 
TOA (4. 36) 
那么 其 映像 E 
y= yo 一 Y Y cau’, 
U£ oe 
= SIS DE (4, 37) 
因此 有 oe 
dı = 2 X abua 


d — QjiD AC iz - (4. 38) 
I aby EE REFIRE A XB WERN, RIRE. 35) 式 为 乘积 变换 ,并 
以 符号 AXB 表示 之 . 
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对 于 一 个 群 g, 在 空间 R, AR, 中 各 有 一 个 表示 D, 和 DD ,其 相应 于 群 
TUR a 的 矩阵 分 别 为 A 和 B ;那么 在 nm 维 的 乘积 空间 中 显然 可 以 得 到 一 个 
表示 ,相应 于 群 元 系 a 的 和 矩阵 是 

AXB, (4. 39) 
我 们 称 这 个 表示 为 滋 积 表示 ,并 以 符号 D, X Dn, 代表 之 . 由 于 在 线性 变换 
(4.38) 中 A 和 B 所 处 的 地 位 是 对 称 的 ,因此 假使 我 们 令 和 矩阵 

BXA (4, 40) 
HA FIO a, 便 也 得 到 群 g 的 一 个 表示 ,并 以 符号 D, XD, 表示 之 . 表示 
D, X Dn 和 表示 Dn XD, 是 等 价 的 ,因为 它们 代表 同一 个 线性 变换 (4. 38), 
所 不 同 者 只 是 基 矢 wv 的 次 序 有 所 改变 而 已 . FR EEE C4. 39) Me 
(4. 40) 只 是 行 和 列 的 次 序 不 同 , 将 矩阵 (4. 39) 的 行 和 列 适 当 的 重 加 排列 , 便 
可 以 得 到 和 矩阵 (4. 40). 矩阵 (4. 39) AE C4. 40) 通 过 一 个 么 正 变换 彼此 联 


用 同样 方式 可 以 定义 二 个 以 上 表示 的 乘积 表示 
D, X CD, X D,)= CD, X Da X D, = D, X Da X D,. (4,41) 
不 难 证 明 ,两 个 么 正 表 示 的 乘积 表示 也 是 一 个 么 正 表 示 . 

一 切 群 都 具有 一 个 最 简单 的 表示 , 即 群 的 每 一 个 元 素 都 由 一 维 单位 矩 
ERR. 我 们 称 这 个 表示 为 群 的 单位 表示 . 一 个 有 兴趣 的 问题 是 ,在 什么 条 
件 之 下 一 个 习 积 表示 中 可 以 分 解 出 一 个 单位 表示 . 

S DAD 代表 群 8g 的 两 个 不 可 约 表示 ,与 表示 D 相应 的 空间 是 RR, 其 
一 套 基 矢 是 (za ,ws ,… ,wu,) ,与 表示 D 相应 的 空间 是 S ,其 基 矢 是 (wv) ,v,，: 
v). 乘积 表示 DXD 中 是 不 是 包含 一 个 单位 表示 的 问题 ,等 同 于 表示 DXD 
的 nm 维 空间 是 不 是 包含 一 个 不 变 矢量 的 问题 . 

在 磁 积 空间 中 的 任何 矢量 w 可 以 表达 为 


w 一 `) >) Cia :D, ~ 一 uv; 9 (4, 42) 
其 中 我 们 定义 vi 为 
v, = Dc V,. (4. 43) 


如 果 w 是 一 个 不 变 矢量 ,那么 在 DXD 的 所 有 线性 变换 中 都 是 不 变 的 , 令 
a 是 群 g 中 的 任何 一 个 元 素 , 那 么 必须 有 
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aw 一 > (au,)(av;) = Suw, (4.44) 


au; = Suja; (4. 45) 
那么 就 有 B 
> Saja (av;) = Suv, (4. 46) 
比较 (4. 44) 和 (4. 46) 式 ,就 得 5 
v, = > a; Cav’) = Sa, Cavi). (4. 47) 


令 ai =a; 4, EMICK a 相应 的 矩阵 的 转 置 矩阵 第 ; 行 第 7 列 的 矩阵 元 . 令 
Fe Me Ca; ) 的 逆 和 矩阵 的 和 抢 阵 元 是 5b, ,那么 就 有 


av; = = > vps , (4. 48) 


015° ,J 是 空间 S 中 一 套 n 个 矢量 ， 它们 生成 S 中 一 个 子 空 间 , 其 维 数 等 于 
或 小 于 nn. 从 (4.48) 式 可 以 看 出 ,这 个 子 空间 是 一 个 不 变 子 空间 .但 是 S 是 不 
可 约 的 ,因此 由 vi ,vs,… ,vv 生成 的 子 空间 就 是 S 自己 .因此 我 们 有 


mn. (4. 49) 
用 同样 的 办 法 我 们 可 以 证 明 nm. 因此 必须 有 
n = m. (4,50) 


DS Bas [a] RR 和 空间 S 的 维 数 必 须 相 等 . 同时 也 可 以 知道 vi,…,v 是 线性 无 
天 的 ,它们 可 以 用 来 作为 空间 S 中 的 基 矢 . 在 以 后 我 们 就 用 它们 作为 空间 S 
中 的 基 和 天 ,并 且 为 了 写 起 来 方便 ,将 v; 中 的 一 撤 上 略 去 而 写 做 v,. 显然 ,从 
(4.48) 式 可 以 看 出 ,在 这 个 新 的 坐标 系 ,表示 D 中 和 元 素 a 相应 的 矩阵 具有 
矩阵 元 6b;. WA RRA HERE a; 的 矩阵 ,以 B 代表 具有 和 矩阵 元 5; 的 矩阵 ， 
那么 就 有 
B = (A)”. (4.51) 
这 样 我 们 就 得 到 了 下 面 的 定理 . 
定理 4.4.1 乘积 表示 DXD 中 包含 单位 表示 的 充分 和 必要 条 件 是 : 在 
适当 地 选择 表示 D 中 的 基 矢 以 后 ,表示 D 中 的 矩阵 是 表示 D 中 相应 和 矩阵 的 
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转 置 矩 阵 的 逆 和 矩阵 ,相应 的 不 变 和 拓 量 是 
o= > ur: (4. 52) 


在 以 上 的 讨论 中 ,表示 D 和 表示 D 所 处 的 地 位 是 对 称 的 . 这 在 (4. 51) 和 
(4. 52) 式 中 表现 得 很 明显 ,从 (4. 51) 式 可 以 得 
A = (B)". (4,53) 
我 们 称 任何 两 个 表示 D 和 DD AB FE BEA Hem 4 ETS HM E E 2 p] 
存在 着 关系 (4. SDR. 和 每 一 个 表示 DAM, FEB—-THPRA D. 如 果 D 
是 可 约 的 ,那么 D 也 是 可 约 的 .反之 ,D 是 可 约 的 ,那么 也 也 是 可 约 的 . 如 果 所 
讨论 的 是 么 正 表示 ,那么 (4.51) 式 就 变 为 
B= A". (4,54) 
因此 在 这 种 情况 下 HEIR as P AA BY se BY a SE a E RE. 


设 D 是 一 个 完全 可 约 的 表示 ,是 下 列 不 可 约 表示 的 和 ， 
D=D,+D,+-++D,,. (4. 55) 


| 设 下 是 一 个 不 可 约 的 表示 ,上 是 和 下 AKHERA D 中 包含 有 下 的 
序 分 和 必要 条 件 是 ,在 乘积 表示 
DXF =D XF+D,XF+ +D,XF (4. 56) 


分 解 为 不 可 约 表示 的 和 的 时 候 , 其 中 包含 有 一 个 单位 表示 ;因为 在 这 种 情况 
之 下 ,一 定 有 一 个 卫 EF 的 表示 . 这 样 ,我 们 就 得 到 了 下 面 的 定理 : 

定理 4.4.2 在 乘积 表示 DXE 中 包含 不 可 约 表 示 上 下 的 充分 必要 条 件 
是 : 在 乘积 表示 DXEXF PASAD—-HRBAWER. 

当然 在 这 个 定理 中 ,D,E 和 下 处 于 对 称 的 地 位 ,假使 表示 DAE 也 是 
不 可 约 的 话 . 


$4.5 OR 5| # 


引 理 4.5.1( 8% (Schur) 5/H# I) 设 D 是 群 g 的 不 可 约 表 示 . 群 的 元 
条 是 di CC2? " ,表示 D 中 相应 的 矩阵 是 Al,A,,.…. 如 果 有 一 个 矩阵 T, 它 和 
所 有 的 矩阵 A; (i 二 1,2,…) 相 互 对 易 , 那 么 TT 一 定 是 单位 矩阵 和 某 一 个 数 的 


来 积 . 换言之 , 设 
A,T = TA; (i= 1,2,.), (4. 57) 


T=Al, (4,98) 
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其 中 工 代 表单 位 矩阵 ,) 是 一 个 数 . 
证 明 设 R 是 表示 DD 的 空间 ,是 了 和 矩阵 的 一 个 本 征 值 .那么 所 有 和 本 
征 值 相应 的 本 征 矢量 形成 一 个 子 空间 7. 可 以 证 明 ,对 于 群 g WHA D 


说 ,7 是 一 个 不 变 子 空间 . Ao 为 7 中 的 任何 一 个 矢量 ,那么 就 有 
Tv = dv. (4. 59) 


从 (4.57) 和 (4. 59) 式 可 得 
TA,v =A,Tv=AA,v G=1,2,°), (4. 60) 

可 见 Av 也 属于 7y. HARTI DEDITI, REFREN RAAT ERW 
不 变 子 空间 ;既然 y ASIITFSR ES, EARS FR R 空间 .因此 RR 中 
任何 天 量 v 都 满足 (4. 59) 式 ,这 样 ,我 们 就 证 明了 (4.58) 式 . 

引 理 4.5.2(8 R5 I) He HACK ansas. EE n 4S R, 
中 有 一 个 不 可 约 的 表示 了 ,其 相应 的 矩阵 为 4 ,A;,…; 在 m ER [A] Rea P 
有 一 个 不 可 约 表 示 D ,其 相应 的 矩阵 为 Bl ,B;,…. 设 有 一 个 nn 行 m TAY FE 
阵 T, 满 足 条 件 


A,T = TB; (1= 1,2,.…), (4.61) 
那么 工 一 定 是 零 矩 阵 , 当 D, MD, 不 等 价 时 . 
证 明 ”我们 分 三 个 情况 考虑 ,首先 考虑 情况 nm. 设 v NZ R, 中 的 
一 个 矢量 ,那么 


u—Tv (4. 62) 
具有 了 个 分 量 , 相 应 于 空间 R, 中 的 一 个 矢量 . 可 以 证 明 , 所 有 矢量 u 形成 空 
闻 玉 ,中 的 一 个 不 变 子 空间 y. 因为 
Aw = A;Tv = TB;v. (4. 63) 
Biv 属于 空间 R; ,因此 TB, v 属于 空间 7y. 但 是 子 空 间 7 的 维 数 不 能 大 于 m， 
因此 y 不 可 能 等 同 于 空间 R,. AFR, 是 不 可 约 的 , 它 的 仅 有 的 不 变 子 空间 
EFREM R, ABS PU y 只 包含 有 等 矢量 . 从 (4. 63) 式 可 以 看 出 ,T 必须 
是 一 个 委 和 矩阵. | 
其 次 ,让 我 们 考虑 n=m 的 情况 . 令 了 是 非 奇异 矩阵 ,那么 从 (4. 61) 式 就 
可 以 得 
人 4; 一 BT (4 一 1),2，……)， (4, 64) 
言 之 ,D, AD, 是 等 价 的 ,这 和 原来 的 假设 相 矛 盾 . AE TER EER 
Fe AY. JS Bp 
det T = 0. (4,65) 
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由 此 可 知 , 空 sja] y 的 维 数 一 定 小 于 m. WL el ye ，… Ê, 是 空 la] R, 中 的 基 矢 ， 
el ,6:，…,e* 是 空间 尺 。 中 的 基 矢 ,那么 空间 y 是 由 下 列 的 矢量 生成 : 


w, = Te = Serta (k= 1,2,.…,n), (4, 66) 
tx 是 矩阵 T 的 矩阵 元 . 由 (4. 65) 式 显然 可 以 找到 一 组 系数 C19C2 9 ”” ”9C7 ,使 
yaw, = -一 > D etnea — 0. (4, 67) 


L=] k= 


使 (4. 67) 式 得 到 满足 的 充分 必要 条 件 是 


Siac = 0 — ] ,2,.… ,7n). (4, 68) 


由 条 件 (4. 65) 可 知 ， _ 定 存在 一 EIERE cj ,cs ,…,c, ,这 就 证 明 w ,wz，…， 

wW, 是 线性 相关 的 ,因此 它们 所 生成 的 空间 y 的 维 数 一 定 小 于 ”由 于 7y 是 尺 ， 

的 不 变 于 空间 ,而 R, 又 是 不 可 约 的 ,因此 7 只 能 是 零 和 撩 量 ,T 只 能 是 零 矩 阵 . 
最 后 ,我 们 考虑 第 三 种 情况 nm. 显然 ,所 有 满足 条 件 


Tv = 0 (4,69) 
AREV I 2 la R, 中 的 一 个 不 变 子 空间 y . 因为 | 
1B.vo = A; Ty = 0, (4, 70) 


表明 空间 y PANERA FERE. vA R, 的 基 矢 表示 ， 


v= Shae’. (4.71) 
那么 条 件 (4. 69) 式 就 相应 于 


Stace = =0 (= 1,2,.…,n). (4.72) 


由 于 变数 cr 的 数目 大 于 方程 的 数目 ,一定 存在 着 非 零 解 . 既然 7 是 Rn 的 一 
AEF Sl Re, 是 不 可 约 的 ,而 y 又 不 等 同 于 零 矢 量 , 可 见 y 一 定 等 同 于 R.. 
因此 工作 用 在 R, 中 所 有 的 矢量 上 虱 得 到 零 矢 量 , 可 见 TEES. 


$4.6 不 可 约 表 示 和 正 交 性 
定理 4.6.1 ww § 是 一 个 有 限 群 ， HAJR U1 9A29°°* san. Ww D, 是 一 个 


n 维 的 不 可 约 么 正 表示 ,其 相应 的 矩阵 是 4 A? ye AS, AM BY Be 
Qi (i,k = 1,2,” "nzu = l,2,* e, N). (4.73) 
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则 有 

Nya as = = 8 Ou. (4. 74) 
证 明 令 B 为 任何 一 个 ERS AEF 可 以 证 明 ,和 矩阵 
一 NAP BLA® (4. 75) 
和 所 有 的 矩阵 A” 可 以 相互 对 易 ， 

A” P = F DAV Ae BLA? Ae] 1A”, (4. 76) 
当 4““ 跑 ? 遍 所 有 的 元 素 ， A? A 显然 也 < 跑 * 遍 表示 D, 中 所 有 的 矩阵 , 因 

此 有 
AY P= PAY (= 1,2,.…,N). (4,77) 


根据 引 理 4.5.1, 07 P FE RE AE AS Re BSE SEC» DE B 
F DAP BAYT 1 — \(B)I. 
其 中 数 4 当然 依赖 于 矩阵 B 的 具体 形式 由 于 表示 是 么 正 的 ， 可 以 将 上 式 写 做 


(4.79) 


(4.78) 


(4.80) 


(4. 81) 


(4. 82) 
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这 样 就 证 明了 (4.74) 式 . 

定理 4.6.2( 正 交 性 定理 ) We 是 一 个 有 限 群 ,有 元 素 al ,a;,…,an. 设 
D, 相 D,, 是 两 个 不 等 价 的 不 可 约 义 正 表示 . 表示 D, 是 nn 维 的 ,其 矩阵 是 
A’? , A” ote ,A™ , 4h 4 A 的 矩阵 元 是 


aP (isk=1,2,,n;4 = 1,2,.%,N); (4. 85) 
表示 D 是 m AER , HERE CO,” pee, CU EE C% 的 矩阵 元 是 
of Gl =1,2,° mj;p = 1,2, N). (4. 86) 
那么 有 
ji * 
No aP = 0. (4. 87) 
证 明 BE — hn Fm 列 的 矩阵 ， 
P = DA BET, (4. 88) 
可 以 证 明 
A? P= PC” (= 1,2,.…,N), (4, 89) 
因为 


N 
| — 
A P= -一 AW’ AWB Cw 1 
P [co 


N 
— 1 (vy) A Q) (WN) i mo) 
N24 A BIC? C! T'C 
= PC. (4. 90) 
根据 引 理 4. 5.2, P 一定 是 一 个 零 矩 阵 , 因 此 有 
N 
1 Cy) Cu) | 一 __ 
N24 BLC® ] 0. (4.91) 
上 式 可 以 明显 地 表示 为 
Ji * 
N21 bye = Q. (4. 92) 
今 
D; -一 O pe’ 05’ 9 (4. 93) 
HAMA 
ji x 
FU ace 一 一 Q, (4, 94) 
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这 就 证 明了 (4. 87) 式 . 
可 以 将 
ai (一 1 入) (4. 95) 
当做 一 个 N 维 空 间 中 的 矢量 的 分 量 . 从 (4. 74) 式 可 知 ,一 个 不 可 约 的 么 正 表 
7n D, 给 出 了 2” 个 相互 正 交 的 这 种 矢量 .由 于 它们 的 正 交 性 ,它们 当然 是 线 
性 无 关 的 .在 一 个 NN 维 的 空间 中 最 多 只 能 有 N 个 线性 无 关 的 矢量 ,因此 一 
定 有 
nf [L N. (4. 96) 
同样 地 可 以 证 明 ,假使 有 两 个 不 等 价 的 么 正 表 示 D, FAD, ,如 定理 4.6.2 


中 所 定义 的 ,那么 一 定 有 
n +m <N. (4,97) 
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WwW g 是 一 个 NN 了 的 有 限 群 ,具有 元 素 di 9A23°** san ay x= (x; o To °°} 
ZN) 是 一 个 N HE ZS x jB] Ry 中 任何 一 个 矢量 ， 让 我 们 引入 表 式 


x= Yay (4, 98) 
WW ICR a, 按 群 来 法 作用 在 x E, 
a,x 一 > von， 一 Dy Yar (4. 99) 


Ya 跑 遍 所 有 的 元 素 ,那么 wa BR RA MOTE. 因此 可 以 将 矢量 yO, 
V2 9 , ynN ) 当做 矢量 x 的 一 个 上 映像 ,并 写 为 


y = A” x, (4. 100) 
4 ”代表 产生 这 个 映像 的 数学 变换 . 不 难看 出 ,变换 4” 是 线性 的 , 亦 即 
AM (xP +x?) = AY XP AY x”, (4.101) 
不 难 证 明 , 如 果 有 
QA, = ays (4,102) 
那么 相应 地 有 
AP AP = A, (4, 103) 


因此 ,A 构成 群 g 的 一 个 NN 维 表 示 , 称 为 正则 表示 ,并 以 Dy 代表 之 . 可 以 
将 Dy 分 解 为 一 系列 不 同 的 么 正 表示 Dn Dn otto Dr, ZA: 
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Dy = D, +D, + +D, (4. 104) 
空间 Ry IRERE RRA po 个 不 变 子 空间 的 和 : 
Ry =R, +R, HHR, . (4, 105) 
让 我 们 在 R, 中 选择 出 如 下 一 套 基 矢 : 
er? „ez? 9 °° en ° (4 106) 
使 所 有 的 等 价 表示 中 的 相应 矩阵 相同 ,不 难看 出 : 
n +N, Te +n, =N. (4, 107) 
显然 ,空间 Ry 中 的 任何 矢量 x 可 以 表达 为 
e,” (q = 1,2,°, po; a = 1,2,°*,n,) (4. 108) 


H 2c PE Æ DN. 
我 们 以 符号 T” (a,) 代 表 表 示 D, 中 和 元 素 a,(u=1 YEE: , N) #8 AY BY FB 
阵 ,并 以 


TY? (a,,) (i,k — 1,2,°**57,) (4, 109) 
代表 其 矩阵 元 . 在 上 市 中 已 经 证 明 , 当 gq,i,k 取 一 定 值 时 , N 个 数 
Ti? (a,) Ce = 1,2,.…,N) (4. 110) 


可 以 当做 一 个 N 维 矢量 的 分 量 ,而且 与 不 同 的 ; 和 & 相应 ,一 共有 ni 个 相互 
正 交 的 矢量 . 可 以 证 明 ,任何 基 矢 (4. 108) 的 复数 共 斩 可 以 表示 为 (4. 110) 式 
中 n, SCREW BI. 

我 们 令 Ces? sec? ，… eh ) 代 表 基 矢 e? 的 分 量 , 引 进 表 示 式 


ec? 一 Seta, (4.111) 
=] 
F Ela) ,得 l 
(a,) t e? = Se (qa,) a,. (4. 112) 
| 
另 一 方面 有 l 
T? (a, es? = Se T3? Caz’). (4. 113) 


e? = Sie? TE la). (4. 114) 


T? (a7) = T?'(a,), TS (al) = TÌ (a,), (4,115) 
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e‘? 一 > TE Ca, es? . (4,116) 


e2 = SIT? la, eg", (4. 117) 


(4. 118) 


q=1 a=1 B=1 
其 中 fi? 二 cj, es 把 相互 等 价 不 可 约 表 示 的 贡献 进行 了 合并 ;T? (a,) 是 表示 
T? (g= 1,2,..…,po) (4. 121) 
的 矩阵 元 . 现在 ,如 果 (4. 104) 式 所 有 不 等 价 的 不 可 约 表示 的 矩阵 ,由 于 x 是 
N 维 空间 中 的 任何 矢量 ,因此 矢量 
T? (qd 一 1) 2 biao 8 一 1 sn) (4,122) 
集合 中 一 定 包 含 N 个 线性 无 关 的 矢量 , 亦 即 


S <N, (4. 124) 


l 


其 中 全 部 不 可 约 不 等 价 的 表示 是 po 个 . 比较 (4.123) 和 (4.124) 式 ,可 知 正则 
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表示 中 已 经 包含 了 所 有 的 不 可 约 的 不 等 价 的 表示 ,并 且 有 


> =N. (4. 125) 


这 样 ,我 们 就 得 到 如 下 的 定理 : 
定理 4.7.1( 支 因 赛 特 (Burnside) 定 理 ) 所 有 不 等 价 的 不 可 约 的 表示 的 


维 数 的 平方 的 和 等 于 群 的 阶 数 . 
定理 4.7.2( 完 备 性 定理 ) 任何 NN 维 空 间 中 的 矢量 可 以 由 所 有 不 可 约 
的 不 等 价 表 示 中 的 矩阵 元 
Ty? (q = 1,2 5°", PosasB= 11, ,n,), (4, 126) 


WERB NAN 维和 天 量 的 登 加 加 以 表示 . 


$4.8 特征 tx 


前 几 节 中 所 证 明 的 舒 尔 引 理 、 正 交 性 定理 、. 勃 恩 赛 特定 理 、 完 备 性 定理 
是 判断 表示 的 可 约 性 、 等 价 性 以 及 完备 性 的 重工 具 . 但 是 应 用 这 些 定理 常 
需要 知道 表示 的 明显 表示 . 最 好 能 利用 表示 的 矩阵 中 所 包 伟 的 不 变量 来 
断 表 示 的 性 质 ,这 样 的 判断 就 不 依赖 表示 空间 中 坐标 系 的 选择 , 亦 即 不 依赖 
于 表示 的 明显 形式 . 

矩阵 的 最 简单 的 不 变量 是 它 的 迹 . 我 们 称 一 个 表示 的 矩阵 的 一 套 迹 为 
这 个 表示 的 特征 标 . 显然 ,相互 等 价 表示 的 特征 标 是 相同 的 . 从 § 4.6 中 所 证 
明 的 正 交 性 定理 可 以 看 出 ,不 等 价 的 不 可 约 表 示 的 特征 标 相 互 正 交 . 设 以 
xX,” 和 xs” 代表 两 个 不 等 价 不 可 约 表示 的 和 元 素 a, 相应 的 特征 标 ,那么 就 
有 


N 
Nx X 一 QO. (4,127) 


不 难 证 明 
六 之 X, = |, (4,128) 


其 中 x, 是 任何 一 个 不 可 约 表 示 的 特征 标 . 证 明 如 下 :; 设 以 nn 代表 表示 的 维 
数 , 那 么 根据 (4. 74) 式 就 得 


S 4.8 特征 标 51 


aè D2 dada ae =, (4,129) 


BS yr ues = dp (4. 130) 


MiG T Fe — The WERE by X ,那么 利用 (4. BOAR I AAB IN 


否 可 约 . 假使 同时 也 知道 各 个 不 可 约 表 示 的 特征 标 x, ,那么 就 可 以 利用 
(4. 130) 式 求 得 某 一 个 表示 中 所 包含 的 各 种 不 可 约 表示 的 次 数 . 设 某 一 个 表 
示 中 包含 不 可 约 表示 D, 共 m, 次 ,那么 就 有 


XY = > my? ， (4,131) 
利用 (4. 130) 式 ,就 得 


Nx 1, = m. (4. 132) 
从 (4. 132) 式 可 以 得 出 结论 : 如 果 二 个 表示 的 特征 标 相 同 ,那么 它们 一 定 是 


因此 ,在 任何 表示 中 ， al 一 个 类 中 的 元 素 的 特征 标 都 是 相等 的 . P 可 以 说 , 特征 


bs Fe FS HY eR BL. 可 以 证 明 , 所 有 类 的 函数 都 可 以 展开 为 不 可 约 表示 的 特征 标 
HY) Æ JN. 
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定理 4.3.1 A BS HF 8 JE N MH, RAIA Ai a2 3°°° san. iF 8 — FE 
有 po 个 不 等 价 不 可 约 表示 D,, Dayot Do 其 中 和 元 素 a, 相应 的 矩阵 是 


T? (a,)(g 二 1,2,… ,po) ,相应 的 特征 标 是 o. 设 N 维 矢量 x= (zi ,zs，…， 
Cn) FEAR AY PRA IP AN a, Ala, ALP ILA ARAMA r, =x,. AA x AV 
写 为 如 下 的 形式 


x= dicey? (4. 136) 


x, = >) >) > FET? (a,). (4, 137) 


(4. 138) 


l 
| 
M> 
iM: 
IM 
22 
ip. 
De 
£ 
S 
P 
8 
| 


考虑 到 表示 的 么 正 性 ， 我 们 有 


TY laaa) = 2 24 Ts (a,) TS? (a,) TS (a,). (4.139) 


将 (4. 139) 式 代入 (4. 138), + a, 跑 遍 所 有 的 元 素 , 求 (4 138) 式 的 平均 ,并 
且 利 用 正 交 性 定理 ,那么 束 得 到 


Xp fap Ly} (a,) 二 e Oy 
q=1 asR,y¥,d=1 Mg 
Po no 1 
= >) >) 一 AT (a,). (4, 140) 
q=1 a,y=l Mg 
我 们 令 
> 二 Fo =e, (4,141) 
=1 Mq 
IÈ A (4. 140) 3È ,就 得 
Po 
z, = >) cozy (4,142) 
q= 1 


这 就 证 明了 (4. 136) xk. 
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右 群 元 素 可 以 分 为 ;个 类 时 ,那么 x 作为 类 的 函数 ,只 有 ;个 独立 的 分 
E. 因此 所 有 这 些 矢量 形成 一 个 s 维 的 子 空间 ,xX“”(g= 二 1,2,… ,po) 相 应 于 这 
个 于 空间 中 p 个 线性 独立 的 矢量 .由 于 所 有 这 个 子 空间 里 的 矢量 x 都 能 表 
达 为 X“ 的 全 加 ,必须 具有 p。 =s. 因此 我 们 得 到 如 下 的 定理 . 

定理 4.8.2 不 等 价 的 不 可 约 表示 的 个 数 等 于 共 罗 元 素 类 的 个 数 . 


AY ay ay Ay, 为 po AA SESE MICH. IA a, FA ERICH. 
包括 a, 目 己 在 内 ,一 共有 o 个 .引进 符号 


(q) — Pv q) 
Í, \/ NX ， (4,143) 


那么 (4. 130) 式 就 可 以 写 做 


> fE fP = 0po (p,q = 1,25°%, po). (4, 144) 
y=] 
从 上 式 可 得 
Po po ; 
DAE AP = [Oe OX E = Ba (4, 145) 
q= 1 q= 1 
DK Bp 
Po . N 
Stu x? = 8... (4, 146) 


应 该 指出 ,3 4. 6 一 3 4.8 PRU IESE He CREE RAD ARR 
理 以 及 由 此 而 得 到 的 推论 可 以 应 用 于 有 限 群 ,而 在 推广 到 无 限 群 上 去 的 时 
候 将 受到 一 定 的 限制 . 首先 ,有 限 群 的 任何 表示 都 等 价 于 么 正 表示 . 因此 , 任 
何 有 限 群 的 任何 表示 要 么 是 不 可 约 的 ,要 么 是 完全 可 约 的 . 这 一 结论 对 于 无 
限 群 的 表示 未 必 一 定 成 立 . 证 明 有 限 群 的 表示 等 价 于 乏 正 表示 的 关键 是 
(4.7) 式 . 如 采 (4.7) 式 中 所 定义 的 表 式 存在 ,那么 证 明 就 可 以 进行 下 去 ;如 
果 (4.7) 式 中 所 定义 的 表 式 根本 不 存在 . 那么 这 样 的 证 明 就 进行 不 下 去 . 

次 之 ,在 证 明正 交 性 定理 时 ,我 们 引进 由 (4.75) 式 所 定义 的 矩阵 P; 在 无 
限 群 的 情况 下 o RA P 是否 存在 并 不 是 显然 的 . 完备 性 定理 也 不 能 目 动 搬 到 
无 限 群 上 去 .但 是 对 于 一 些 物理 学 中 重要 的 无 限 群 来 说 ,与 (4.7) 和 (4. 75) 
式 等 相应 定义 的 表 式 仍然 存在 ,8$ 4. 6 一 8 4.8 中 的 大 部 分 定理 仍然 有 效 . 
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D 循环 群 的 表示 . 我 们 称 一 个 群 为 循环 群 , 如 果 它 WERNER 
达 为 茶 一 个 一 定 的 元 素 的 乘 方 , 亦 即 它 的 元 素 可 以 表达 为 :1,aya2 ，…a" 1， 
并 有 a" = 1. 首先 讨论 循环 群 的 一 维 表 示 , 亦 即 群 元 素 由 数 来 表示 . 设 群 元 素 
a 由 数 a 表示 ,那么 必须 有 a” 二 1, 一 共有 个 根 : 

g = er2m (m = 0,1,.…,n— 1), (4. 147) 

因此 与 之 相应 ,有 7 个 不 等 价 的 一 维 表示 . 根据 勃 恩 赛 特 定理 ,这 也 是 全 部 
不 可 约 的 表示 . 

不 难看 出 ,对 称 群 S: 是 和 二 阶 循环 群 同 构 的 ,一 共 只 有 两 个 群 元 素 : 


1 2 1 2 
1 = | E a=| ). (4, 148) 
1 2 2 1 


并 有 a = 1. 因此 对 称 群 S: 只 有 两 个 一 维 的 不 可 约 表示 . 

(2) 任何 阿 贝 尔 群 的 么 正 表示 都 可 以 还 原 为 一 维 表 示 之 和 ,因为 相互 对 
wy WY A TE He BY LA [el AY Fe He BT fA RE. 以 二 维 空间 中 的 旋转 群 为 例 : 以 
D, 代表 旋转 角 等 于 o 的 群 元 素 , 那 么 就 有 


D, D, = D, D, = Dy te (4, 149) 
IR DW — ERIN Xo). M 
Lo +o) = Xo) XC). (4, 150) 
这 一 方程 的 连续 解 是 
XCD) = e”. (4. 151) 
由 于 Da = Dp PRA er =1. 因此 ,ic 必须 是 一 个 整数 . D, 的 一 维 表 示 是 
Xo = e"? (m=0,+1,+2,°). (4. 152 ) 
可 以 证 明 ,D, 所 有 的 单 值 连续 表示 都 可 以 还 原 为 以 上 表示 之 和 ， 
(3) 对 称 群 S:. 对 称 群 S, 一 共有 3! =6 个 元 素 , 它 们 是 
l, 2, 3 l, 2, 3 l, 2, 3 
-0 2, SEA 1 ， = (5) 3, ,) 
(4, 153) 


2» 3, 1/ 


84.9 应 用 实例 55 


来 表示 . 男 一 个 显而易见 的 一 维 表示 是 ,所 有 的 偶 置 换 1d, f 用 数 1 来 表 
未 ,所 有 的 可 置换 a,b,c 用 数 一 1 RRM. 这 两 个 一 维 表示 是 不 等 价 的 不 可 
约 的 表示 . 根据 动 恩 赛 特定 理 ,可 以 知道 ,其 余 的 不 等 价 的 表示 可 能 是 一 个 
二 维 的 ,也 可 能 是 四 个 一 维 的 . 

为 了 寻求 这 些 未 知 的 不 可 约 表示 ,我 们 考虑 一 个 三 维 空间 ,其 一 组 正 交 
归 一 化 基 天 是 ei ,e ,es. 和 每 一 个 群 元 素 相 应 ,我 们 考虑 基 矢 相应 的 排列 . 例 
WAR d 相应 ,我们 考虑 排列 


vy y J (4. 154) 


i x5r le Fare: tre 是 任意 一 个 矢量 ,那么 
y = ax = 1103 +220; + T36, (4,155) 
可 以 看 出 (4.155) 式 是 线性 变换 . 和 1,a,p,c,d,y 相应 的 线性 变换 形成 对 称 
HS; 的 一 个 表示 ;显然 这 个 表示 是 可 约 的 ,因为 矢量 
s=et+ete, (4, 156) 


t= el 一 6ey， U= e， 一 6; a 157) 
作为 yn 中 的 基 矢 ,那么 得 到 的 表示 是 
e a oe 


— >) 4x, 二 一 (4 十 2)= 二 1， (4, 160) 
=] 


HY MRR (A. 158) 却 是 不 可 约 的 . 这 样 我 们 就 找到 了 对 称 群 S 的 全 部 不 可 约 
表示 . 不 难 证 明 ,一 共有 三 类 共 箔 元 素 : 第 一 类 是 单位 元 素 1, 第 二 类 是 元 素 
2a，0，,c ,第 三 关 是 元 素 d, f. 也 不 难 证 明 , 所 有 的 正 交 性 定理 和 完备 性 定理 都 
得 到 满足 ,经 过 适当 变换 ,可 以 将 表示 (4.158) 式 变换 为 么 正 表示 . 
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& R RREAW LABS M,e (i 二 1,2,3) 是 一 组 正 交 的 归 一 化 的 基 
天 ,在 转动 中 e BA 
e; 一 = Yen. Co. 1) 


a, Te, Me; 之 间 夹 角 的 余弦 A 可 以 将 。 ;当做 e; 的 映像 . 由 于 在 转动 后 , 矢 
量 的 长 短 和 矢量 间 的 夹 角 不 改变 , 故 有 


Ò Ajaj = On» (5.2) 
以 A IRIEN a; 的 矩阵 , 则 (5. 2) 式 可 以 写 做 
AA = I. (5. 3) 


aj ABE SEB» MCS. 3) 式 说 明 4 Æ X TERT; FR SB A AZ E 
AE RE Ay SE IE 20 Re BN f PR TE BC E RE , AL A BY) AB HR ELE. 从 (5. 3) 式 
AY All 
(detA)? = 1, detA = 1 HY — 1. (5,4) 
由 于 在 转动 中 A 只 能 连续 地 改变 ,因此 det A 也 只 能 连续 地 改变 ,不 能 突然 
地 从 工 变 为 一 1 或 从 一 1 变 为 1. 考虑 到 在 不 旋转 时 ,A 就 是 单位 矩阵 BA 
detA = 1. (5.5) 
不 难看 出 ,每 一 个 旋转 相应 于 一 个 三 维 正 交 线 性 变换 ,其 相应 的 行列 式 为 1. 
反之 ,每 一 个 满足 条 件 (5. 5) 的 三 维 正 交 线 性 变换 也 相应 于 一 个 旋转 . 连续 
HEITA ADEF: a 和 2 的 结果 相应 于 进行 一 个 旋转 c , 亦 即 
c 一 ba. (5. 6) 


C = BA. (5.7) 
因此 可 以 将 满足 条 件 (5. ;) 式 的 三 维 正 交 变 换 看 做 是 旋转 群 的 三 维 义 正 表示 
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A JAR PP P] RE RI DE FE o A JE DE Fe RF E A BR EF. 群 的 元 素 可 以 用 在 (5. 1) 

式 中 出 现 的 连续 变换 的 参数 a; 来 标志 ,因此 旋转 群 是 连续 群 . 在 九 个 参数 
Qi 之 间 , 存 在 看 由 (5.2) 式 表示 的 六 个 条 件 ,因此 独立 变化 的 参数 只 有 三 个 ; 
可 以 用 不 同 的 方法 来 选择 这 三 个 独立 的 参 变 数 . 常用 的 用 来 确定 旋转 方法 
的 一 套 参 数 是 进行 旋转 的 轴 的 方向 和 旋转 的 角度 : 旋转 的 角度 OO x, HE 
转轴 的 方 同 按照 右手 坐标 系 的 规则 确定 . 因此 每 一 个 旋 革 和 一 个 天 量 @ 相对 
应 起 来 : a 的 方向 和 旋转 轴 的 方 各 相同 ,ea 的 长 得 等 于 旋转 的 角度 .可 以 用 e 的 
分 量 a ,az ,as 来 标志 一 个 旋转 . 参数 wm ,oz ,as 变化 的 区 域 是 一 个 球体 ,球体 的 
中 心 在 原点 , 球 的 半径 等 于 x. 群 的 单位 元 素 是 旋转 角 0 王 0 的 旋转 ,因此 由 参数 
a=—0, a=0, a =0 Co. 8) 

标志 . 在 一 般 情形 下 ,旋转 和 参数 a;(i 二 1,2,3) 之 间 存 在 着 一 一 对 应 的 关系 ; 
公有 的 例外 在 位 于 球面 上 的 参数 ， 不 难看 出 ,两 套 位 于 任何 一 个 直径 两 端的 


男 一 套 第 用 来 标志 一 个 具体 的 旋转 的 三 个 参数 是 欧 拉 角 wo,0,y. 为 此 让 
我 们 考虑 一 个 刚体 的 旋转 : 在 刚体 中 选取 三 个 相互 正 交 的 轴 , 它 们 旋转 前 的 
位 置 是 OX ,OY 和 02 ,旋转 后 的 位 置 是 OX ,OY Al OZ’, A 5.1(a) 中 所 
AR. 我 们 可 以 将 这 一 个 旋转 分 解 为 三 个 旋转 的 乘积 , 令 0,p 代表 OZ’ 在 坐标 
系 OXYZ 中 的 球 坐 标 角 度 , 如 图 5.1(a) 所 示 . 我 们 先 令 刚体 绕 第 三 个 轴 OZ 
旋转 一 个 角度 o ,使 第 一 个 轴 取 向 OX ,第 二 个 轴 取 向 OY ,第 三 个 轴 取 向 仍 
是 02 ,如 图 5.1(b) 所 示 . 然后 我 们 令 刚体 绕 第 二 个 轴 OY 旋转 一 个 角度 0， 
令 第 三 轴 取 向 OZ ,第 一 轴 取 向 OX” ,如 图 5. 1(c) 所 示 . 最 后 令 刚 体 绕 第 三 
轴 OZ’ 旋转 一 角度 ,使 第 一 轴 从 OX” $6 Bl] OX’ ,第 二 轴 从 OY 转 到 OY ,使 
刚体 进入 图 5. 1(a) 中 所 示 的 最 后 位 置 . 因此 刚体 的 任何 一 个 旋转 
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OXYZ > OX'Y’Z’ (5. 9) 
可 以 分 解 为 如 下 的 连续 进行 的 旋转 : 
OXYZ 一 OXYZ > OX” Y"Z' + OZ'Y'Z’. (5.10) 


我 们 称 这 三 个 连续 进行 的 旋转 的 旋转 角 0p 为 欧 拉 角 . 我 们 可 以 用 欧 拉 角 
作为 三 个 参数 ,来 标志 任何 一 个 旋转 . 设 代表 旋转 (5.9) 的 映像 过 程 是 


e; > e; = 人 ea， (5. 11) 
BA 它 可 以 由 连续 进行 下 面 的 三 个 映像 过 程 来 代表 ， 
e; > €;> "> e.. (5,12) 


BLL A? , A ,4 各 代表 绕 第 三 轴 旋 转 一 角度 p, 绕 第 二 轴 旋 转 一 角度 0, 绕 第 
三 轴 旋 转 一 角度 y 的 线性 变换 ,a5 ,as ,a$ 为 其 相应 的 矩阵 元 ,那么 就 有 


e”; 一 > da? ， (5. 13) 
j=l 
3 
ei 一 > eat. 
j=l 
将 (5. 13) 式 中 的 变换 连续 进行 ,就 得 
3 3 3 
e; = > af > al, > ake = D> erahal a (5.14) 
j=l k=] l=] j»k,l 
比较 (5. 11) 和 (5. 14) 式 就 得 
A = A’A’A®. (5. 15) 


可 以 证 明 , 相 应 于 旋转 角 相 同 , 但 是 旋转 轴 方 向 不 相同 的 群 元 素 相互 共 


镀 , 属 于 同一 个 类 . S a,b, 代表 旋转 群 的 三 个 群 元 素 , 并 有 
c = bab"; (5. 16) 
任 三 维 空间 中 , 设 


ae; = > ejaj» (5.17) 
我 们 令 


De — ej ; -一 e., (5. 18) 
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那么 就 有 
ce = bae, = bX eja; — ea i. (5. 19) 


因此 旋转 c 在 ej; 为 基 矢 的 坐标 系 中 的 矩阵 形式 和 旋转 a 在 以 e; 为 基 矢 的 坐 
标 系 中 的 矩阵 形式 完全 一 样 . 因此 旋转 c 和 旋转 a 的 旋转 角度 完全 一 样 ,只 
是 旋转 轴 的 方 问 不 同 . 这 就 证 明了 属于 同一 类 的 旋转 群 元 素 的 旋转 角 相 同 . 
反 过 来 可 以 证 明 , 旋 转角 相同 的 群 元 素 属于 同一 类 . 


$5.2 特殊 西 群 SU(2) 


在 正 交 的 归 一 化 的 坐标 系 中 , 义 正 变换 由 叉 正 矩阵 UU 来 表示 . 所 有 再 满 
Kb SRF 
detU = 1 (5. 20) 
HI A IE AE PRG AY REPR OA RR RES 二 维 2X2 和 矩阵 的 特殊 西 群 以 符号 
SU(2) 代 表 之 .它们 具有 如 下 的 形式 


U = ° at ad — By = 1, (5,21) 
y 6 
Ab A AS ME Sar TE 
v =u = |À lef 7 (5. 22) 
—y a B 6 
比较 (5.21) 和 (5. 22) 式 可 得 
| =a*, y=- b". (5. 23) 
因此 有 
U = y at e| 十 18 上 =] (9. 24) 
可 以 将 (5. 24) 式 当做 特殊 西 群 SU(2) 的 一 个 表示 . HAV HHH 
U* 一 É p | (5. 25) 
— B Q 


& Uy ,uz 代表 表示 (5. 24) 式 的 基 矢 ,那么 在 么 正 变 换 中 它们 的 映像 是 : 
Ui = all; — Bu, | 


uU — Bu, +a’ Ue. 


(5. 26) 
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OO FR BE AT 
U = u,, u =— u; (5.27) 
为 一 组 正 交 归 一 化 的 基 矢 ,那么 在 么 正 变换 中 ,它们 的 映像 是 
u` = u, = Bu, +a* u, = a* u' — gu’, 
u =— u, =— att, + Bu, = Bru + au’. | 
由 此 可 见 , 在 以 w ,w 为 基 矢 的 正 交 归 一 化 的 坐标 系 中 , 叉 正 变换 的 表示 就 
fe FE BE SEAN (5. 25). 我 们 称 u ,us 为 标准 的 基 矢 , 称 w 和 w 为 逆 变 的 基 矢 . 
任何 一 个 矢量 c 可 以 表达 为 
C = Ou + czuz 一 CU 十 cc 一 cc 三 一 Cl， C9. 29) 
我 们 称 ci ,cz HRE c 的 协 变 分 量 ,c ，c 为 天 量 e 的 逆 变 分 量 .在 么 正 变换 
中 ,任何 两 个 矢量 c Ald 的 数 积 不 变 , 因 此 


(5. 28) 


(d | Cc) -一 a; Cy + d> Co (5. 30) 
是 一 个 不 变量 . HO , 由 于 d’ d“ 和 C1 9(C2 AE] A et AE ,显然 
qd cl 十 dc = dci — dic (5. 31) 


也 是 一 个 不 变量 . 因此 (4di,4;) 和 (一 di ,d? ) 一 样 变换 , 亦 即 (d? ,dz ) 和 
(d: ,一 d1) 一 样 变换 . 从 (5.24) 和 (5.25) 式 的 形式 看 来 ,这 是 显然 的 . 
A TIIR v KE 
Ul UY `U; Uy U2, UUs |, UY, (5. 32) 
它们 可 以 作为 一 个 v 十 1 维 空间 Ri 的 基 矢 .在 这 个 空间 中 ,任何 矢量 c 可 以 
RAAU a eH 
C= cou} + cut u, + czt “Uz tee 十 cou”. (5. 33) 
假使 wi ,uz 为 (5.26) 式 中 所 给 的 么 正 变换 ,那么 矢量 ec 也 将 经 历 一 个 线性 变 
换 . 矢量 c 在 空间 Rti 中 的 映像 c 和 c 之 间 存 在 着 线性 的 关系 ,可 以 将 这 个 
空间 入 中 的 线性 变换 当做 特殊 西 群 SU(2) 的 一 个 表示 . 
在 二 1 时 ,这 个 表示 就 还 原 为 原来 的 二 维 义 正 线 性 变换 ,这 是 最 简单 的 
情况 . 其 次 的 简单 情况 是 v 二 2, 这 时 


Us ,Ui U Us (5. 34) 
可 以 作为 一 个 三 维 空间 的 基 矢 .在 这 个 三 维 空 间 中 ,任何 矢量 ec 可 以 表示 为 
C= coli 十 cl + cu}. (5. 35) 


可 以 证 明 ,在 么 正 变 换 (5. 24) 中 RA 
4 (5. 36) 
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是 一 个 不 变量 .证 明 如 下 : 在 么 正 变换 中 ,ce 的 映像 是 


c= cou ?十 C1 Ui uo + Cou 2 一 coui + c1 u u; + csu? 9 (5. 37) 
可 以 将 (5. 37) 式 中 的 等 式 与 做 如 下 的 矩阵 形式 
~ a ,Cl 
， ”2 | yu co 2 | /Zi 
(Ui sU) | )= Cu, Uz) | , | ). (5. 38) 
C1 o U> C1 c! Us 
2 2 °° 
由 于 
/ / U1 ~ (Uy 
Cu, „Uo ) -一 Cu, „U ) , | ,]= | ) (5, 39) 
U » U» 
因此 有 : 
oh , c 
0 2 ~ f°? 2 
U 一 一 9 U — / . (5. 40) 
aoo ci 
2 °° 2 °° 
考虑 到 (5. 20) 式 ,我 们 有 
> 2) |e 2 
0 7 C 9 
= | ， , (5.41) 
C1 Cy / 
2 C2 2 C2 


这 就 证 明了 表 式 (5. 36) 是 一 个 不 变量 . 

可 以 证 明 , 在 三 维 空间 (5. 35) 中 特殊 西 群 SU(2) 的 表示 和 三 维 空间 中 
的 正 交 变换 等 价 . 引进 新 的 坐标 ,使 c 在 新 坐标 系统 里 的 分 量 x ,zz ,zy 和 在 
老 坐 标 系统 里 的 分 量 co oc vce 之 间 存 在 着 如 下 的 线性 关系 : 


X1 =— Co 十 cz， Lı i£? = Cz, 
Xe =— 1(co 十 cy)， Xi — i£: =— 2Co, | (5, 42) 
X23 — C1 9 X3 — C1 9 
那么 就 有 
ZI 十 Ta 十 Xi 一 ci 一 4cocy， (5, 43) 


它 是 三 维 空间 中 的 不 变量 . MARE zl ,zz ,zs 原来 是 实数 .那么 在 变换 之 
后 ,x1 ,Xz ,ZX3 仍 旧 是 实数 . 因为 co ,ci ,cs 和 表 式 

(aiUi + azz) (biu, + bzu: ) (5. 44) 
中 的 相应 系数 
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aib1，, aibs 十 asb1, azb: (5. 45) 
一 样 地 变换 . 考虑 到 (6 ,6b;) 和 (一 6b? ,b? ) 一 样 地 变换 ,因此 也 和 (一 a? ,az ) 
一 样 地 变换 . 可 见 co ,ci ,cs 的 变换 方式 和 表 式 
一 10 5 aiar 一 aa 5 adsar (5. 46) 
的 变换 方式 一 样 .根据 (5. 42) ACS. 46) 式 .可 以 知道 zi ,zz ,zs 的 变换 方式 和 
表 式 
aia t azař ， 1(diad? — dsar? ), aay —az,a; (5. 47) 
的 变换 方式 一 样 . 在 (5.47) 式 中 的 三 个 数 是 实数 ,而 在 任何 乏 正 变换 之 后 仍 
上 日 是 实数 . 因此 与 之 相应 的 变换 矩阵 的 矩阵 元 必须 都 是 实数 . 因此 在 进行 了 
坐标 变换 (5. 42) 之 后 ,在 三 维 空间 中 作为 特殊 西 群 SU(2) 的 表示 的 线性 变 
换 就 成 为 实 正 交 变 换 . 
由 于 三 维 空间 中 的 实 正 交 变换 既 同 构 于 旋转 群 , 又 是 特殊 西 群 SUC) 
的 表示 ,所 以 旋转 群 是 特殊 西 群 SU(2) 的 同 态 映 像 . 这 样 寻找 旋转 群 的 表示 
BL RPK HH SU(2) 的 表示 联系 起 来 . 我 们 首先 建立 二 维 么 正 变换 和 
旋转 之 间 的 关系 .首先 考虑 特殊 的 二 维 么 正 变换 


cos8 — sing 
sın cos 
, c Gi 
É 2 _ (0% — A C 7 人 my) 5 49) 
C] / sın cos C1 —sin8 cosp 
DD C2 > C2 
2 2 
因此 有 
Co = Co cos“ 8 — c sinf cosh + c;sin’B, 
c= c cos B+ (co 一 c2)sinzp, (9. 50) 
Ch = Co sin’ 3 + Ci sın cosg + Co cos’ 8 
根据 (5. 42) RB 
xı = Zicos28 十 zssin28， 
XL» — Xo» (5. 51) 


/ 


X3=— xı Sin2ß + x3cosZZ. 


因此 BC) 和 绕 第 二 个 轴 转 一 角度 28 相对 应 .次 之 ,考虑 另 一 个 特殊 的 么 正 
变换 
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e” 0 
Cy) = | , (5. 52) 
U e” 
与 之 相应 ,根据 (5. 40) 式 ， 
网 
0 2 e” 0 0 ? e” O 
) _ | of. (5. 53) 
a d Qe) | a C ye 
2 © 2 
因此 有 
C= Qe”, cL=a, C= Ok". (5. 54) 


To = xı sın? y + x,cos2y; (5.55) 


/ . 

Lı = Xcoszy — x, SIN2Y, 
/ 

人 3 一 T3. 


因此 C(y) 和 绕 第 三 个 轴 转 一 个 角度 2y 相应 ;根据 公式 (5. 15) ,以 欧 拉 角 o, 
OU 标志 的 旋转 和 下 列 XK TE FE AH Dy : 


e 2° cos 0 e 7° sin o 
PPp( Or 
c(£)B(=)e(£)= |. | . (5.56) 
2 ez PY sin 5 e2 +P cos 5 


根据 同 态 定理 ,旋转 群 和 特殊 西 群 SU(2) 的 一 个 商 群 SU(2)/h 同 构 .为 
了 求 得 不 变 子 群 ,我 们 寻求 和 旋转 群 单位 元 素 相应 的 乏 正 变换 . EHS 


正 变 换 中 Co 9C1 9C2 不 变 , 因 此 Tı s T2 9 T3 tH, AN EB , AAR XZ IER U 满足 
条 件 


co 2 c 2 
” 2 nO 
—U U. (5.57) 
a a ， 
2 2 


以 (5. 24) 式 代入 ,得 
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和 (5.57) 的 二 维 么 正和 矩阵 只 有 二 个 ,它们 是 
1 0 —1 0 
r= | ) -TI= | ， _ (5.59) 

因此 和 一 个 旋转 a FEA HS HES ESE A 和 一 4 形成 的 一 个 陪 集 . 

我 们 可 以 将 满足 条 件 (5. 20) 的 二 维 么 正 变换 当做 旋转 群 的 一 个 表示 . 
但 是 这 个 表示 不 是 单 值 的 ,和 每 一 个 群 元 素 相 应 有 二 个 线性 变换 ,我 们 称 这 
样 的 表示 为 双 值 表示 . 旋转 群 单位 元 素 邻 域 中 的 群 元 素 及 其 乘积 可 以 和 二 
维 单位 矩阵 邻 域 中 的 满足 条 件 (5. 20) 的 二 维和 义 正和 矩阵 及 其 乘积 一 一 对 应 . 
每 一 个 旋转 角度 很 小 的 旋转 a 只 和 一 个 单位 矩阵 邻 域 中 的 矩阵 A 相对 应 . 
旋转 a 连续 变化 ,那么 窍 阵 A 也 连续 变化 . 不 难看 出 ,假使 旋转 角 连 续 地 增 
加 , 儿 了 一 个 大 轿子 ,又 变 为 最 初 的 旋转 a, 那么 很 可 能 在 矩阵 作 相 应 的 连续 
变化 以 后 ,最 后 得 到 的 矩阵 不 是 最 初 的 窍 阵 A 而 是 一 A. 以 矩阵 (5. 56) 中 所 
给 的 表 式 为 例 . 假使 在 最 初 ,我 们 有 w= 二 Jy 二 9 二 0, 那 么 得 到 的 和 单位 元 素 相 
应 的 矩阵 是 单位 矩阵 . 假使 令 0 逐渐 从 0 增加 到 2x, 我 们 多 了 一 个 大 圈子 ， 
义 回 到 群 的 单位 元 紊 .但 是 我 们 在 连续 变化 后 得 到 的 矩阵 不 再 是 单位 矩阵 ， 
而 是 负 的 单位 矩阵 . 


$5.3 eee ten te 


在 上 市 中 已 经 提起 ,所 有 的 矢量 (5. 33) 组 成 一 个 v 十 1 维 空间 Ri ,在 


这 个 ut] 维 的 空间 中 有 特殊 西 群 SU(2) 的 一 个 表示 . 由 于 旋转 群 同 态 于 特 
殊 西 群 SU(2), 因 此 这 个 表示 也 可 以 当做 旋转 群 的 表示 . 当然 ,表示 可 能 不 
一 定 是 单 值 的 而 是 双 值 的 .我 们 令 v 十 1 二 2J 十 1, 并 称 相 应 的 旋转 群 的 表示 
I Dr, J 可 以 取 下 列 的 数值 : 

Ji 3 9 


J = Os polig (5. 60) 


Dy 是 单位 表示 ,DD; 是 由 (5.56) 给 出 的 双 值 二 维 么 正 表示 ,D; 是 和 (5. 1) 和 
(5. 2) 式 给 出 的 三 维 正 交 表 示 等 价 的 单 值 表示 . 以 后 将 证 明 , 所 有 由 正 整数 J 
标志 的 旋转 群 的 表示 是 单 值 的 ,所 有 由 半 整 数 J 标志 的 旋转 群 的 表示 是 双 
值 的 ;7 阶 的 归 一 化 的 球 谐 函数 按照 表示 D, 变换 . 

可 以 将 Ra 当做 一 个 本 空间 .我 们 和 定义 空间 Ri 中 任何 两 个 天 量 c 和 dd 
的 数 积 为 
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le | c) >00. (5.62) 


只 要 ce 不 是 零 矢 量 , 可 以 证 明 ,在 由 (5. 26) 式 所 导致 的 线性 变换 下 ,(5. 61) 式 
中 的 数 积 不 变 . 因为 在 线性 变换 下 ,c, 的 变换 方式 和 表 式 


(aiu, tact)” (5.63) 
中 u u, 项 的 系数 
( jaiai (5.64) 
HERIR- P =a 的 变换 方式 和 表 式 
U t)! 
(biu, + bzu; )” (5.65) 
中 u u, 的 系数 
ume (5. 66) 
L 
的 变换 方式 一 样 ; 当然 ,dr 的 变换 方式 和 表 式 
(es op (5, 67) 
L 
的 变换 方式 一 样 . 此 外 ,根据 表 式 (5. 30), 
b; d] + bs a> (5. 68) 


在 么 正 变换 (5. 24) 和 (5 25) 下 是 不 变 的 ,因此 表 式 


(br di + bs as)” — -5 C jbr "bs QT “a (5. 69) 


t=0 


也 是 不 变 的 . 这 样 就 证 明了 表 式 (5. 61) 在 由 (5. 26) 式 所 导致 的 线性 变换 下 
也 是 不 变 的 ,因为 表 式 (5. 69) 的 不 变性 对 a1, a2 sbi, b: 取 任 何 数 值 时 都 成 
并 . 这 就 说 明了 表示 Di 中 的 线性 变换 是 么 正 变换 . 如 果 我 们 选择 一 套 正 交 
的 归 一 化 的 天 量 作 基 天 ,那么 在 这 样 的 坐标 系 中 ,D) 中 的 线性 变换 就 由 么 正 
AB MER ZEN »D, 就 是 旋转 群 的 乏 正 表示 . 显然 


ee v! J ui (5.70) 
wt AT LAE AIX BIE ZEA — (EB ERR. 
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为 了 以 后 讨论 的 方便 ,我 们 来 研究 , 当 旋 转 绕 第 三 轴 或 第 二 轴 进 行 时 ， 
(5. 70) 式 中 的 表 式 将 如 何 变化 . 根据 (5. 52) 式 , 当 绕 第 三 轴 旋 转 一 个 角度 y 时 ,ze 


前 应 该 乘 一 个 因子 e? u 应 该 乘 一 个 因子 e 刀 ,与 之 相应 , 基 矢 (5. 70) 应 该 


乘 一 个 因子 e7” ;根据 (5. 48) 式 , 当 绕 第 二 轴 旋 转 一 个 角度 xx 时 ,那么 
WEN us ,us 就 变 为 一 山 ,与 之 相应 , 基 矢 (5.70) 就 变 为 


Pol TFyy 
(— 1) [ee uu; `. (5. 71) 
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在 3 5.1 中 ,我 们 指出 ,旋转 群 是 一 个 连续 群 . 群 的 元 素 可 以 由 连续 变化 的 
三 个 参数 a ,az ,as 来 标志 ,和 单位 元 素 相 应 有 ai 一 0,az 二 0,as 二 0. 如 果 有 两 个 
DEFE d, aa sas) ,dg (Bi »& ,BB) ,它们 的 乘积 是 男 一 个 旋转 d, 《Xx ,ya +73)» BN 

dd, = dy, (5. 72) 
HA yi 是 a; AB; WAR: 
Yi = pi (a1 92903381 h28) G=1,2,3). (5. 73) 
WR d。 ,ds ,dy 部 在 单位 元 率 的 附近 ,a; opio yi 都 很 小 ,那么 o AME a MP 
的 单 值 函数 ,甚至 还 是 解析 函数 . 在 单位 元 素 附 近 8 还 可 以 当做 w 和 7 的 单 
(Ei PRI BY. 

在 这 一 万 中 ,我们 考虑 一 般 的 连续 群 ; 其 群 元 素 可 以 由 一 组 m 个 连续 变 

化 的 和 独立 的 参数 


Q1 902 9 9Am (5.74) 

来 标志 , 而且 a 一 三 … 一 om 一 0 相应 于 单位 元 素 . 如 果 有 三 个 元 素 
alar saz s*** sam) OCBI ,Bo Bn) cAY1 Yn) FFA 

ba =c, (5.75) 


Yi = gia: Q= 1,2, m). (5.76) 
为 了 书号 方便 ,我 们 在 上 式 中 以 一 个 符号 a IRR aast ,an 集合 ,以 一 个 
从 号 B 代 表 Bis Brett 集合 .在 单位 元 素 附 近 ,wp; 是 单 值 的 连续 可 微分 的 
图 数 ; 反 之 ,8 也 是 c Aly 的 单 值 的 连续 可 微分 的 函数 . 挪威 数学 家 李 (S. Lie) 
最 后 全 究 这 一 类 群 , 因 此 这 种 群 称 为 李 群 . 现在 ,让 我 们 试 寻求 这 种 群 的 连 


95.4 连续 群 的 表示 和 无 穷 小 表示 67 


ARTARSA 


wx 为 表示 空间 中 任何 一 个 矢量 , 严 , 为 在 表示 空间 中 和 由 参数 a 标志 
ERJUR o 相应 的 线性 变换 算 符 ,y OF, 产生 的 x 的 映像 ,那么 就 有 


y= Fx. (5.77) 
议 a 二 0, 那 么 y 就 等 于 x. 在 单位 元 素 的 附近 ,y 可 以 展开 成 为 a 的 级 数 ， 
人 ai 十 ***， (5.78) 


去- 和 x 之 加 存在 着 线性 的 关系 ,因此 有 
Oy _ 
(5. ) _ -一 Ix, (5. 19) 
我 们 称 L 为 表示 的 无 穷 小 变换 . 设 
z= F,y = F,F,x = Fx, (5. 80) 


其 中 Fs AF, 分 别 为 群 元 素 56 和 <。 相应 的 线性 变换 算 符 ,其 参数 分 别 为 8 和 
y ,在 ap My 之 间 存在 着 关系 (5. 76). 将 (5. 80) 式 对 B; 微分 后 , 令 8 一 0, 风 


考虑 到 
2 (B) = 
2 (ag ) (sr) = Òr» (5, 82) 
可 得 
Sa = YLT Oy, (5. 83) 
其 中 
7 — (B; 
Ika) = (P ) (5. 84) 
决定 于 群 本 里 的 结构 ,和 具体 的 表示 无 关 . 方程 (5 83) 和 初始 条 件 
ya = 0) = x (5. 85) 


唯一 地 确定 了 作为 a 的 函数 的 方程 (5.83) 的 解 y. 由 于 x 可 以 是 空间 中 的 任 


何 矢量, 因此 解 方程 (5. 83) 就 可 以 求 得 表示 线性 变换 算 符 F, ,这 样 就 得 到 如 
下 的 定理 . 
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定理 $5.4.1 表示 由 它 的 无 穷 小 变换 I; 所 完全 确定 . 
显然 ,无 穷 小 变换 I, 不 可 能 是 任意 的 算 符 ,天 之 间 存 在 着 一 定 的 关系 ， 
为 了 使 方程 组 (5. 83) 是 可 积 的 ,必须 满足 可 积 条 件 


2 
— oy (5. 86) 


; Oa; Oa; 7 
我 们 以 符号 CC 标志 表 式 
_ œ /9T: _ OT; 
Ct Es A ) = (5. 88) 
那么 由 于 在 a 二 0 时 
j — (Æ: — >. 
(Ti (a) Jano (sr) 3.5 (5, 89) 
因此 ,在 a=0 时 ,方程 (5. 87) 成 为 
\(— 2 CSTit Tl;— Ll \x = 0. (5. 90) 
k 
HF x 可 以 是 任意 的 矢量 ,因此 必须 有 
LI; — LI: = > Cl, G,j=1,2,,m), (5.91) 
k 


Cs 由 群 的 结构 决定 ,和 具体 的 表示 无 关 . 式 (5. 91) 是 无 穷 小 变换 所 必须 满足 
的 条 件 ,显然 
Ch =— C}. (5, 92) 
“作为 一 个 例子 ,让 我 们 展示 寻求 旋转 群 的 无 穷 小 算 符 所 必须 满足 的 对 
易 关系 (5. 91) 的 具体 表示 . 对 易 关 系 (5. 91) 决 定 于 群 的 结构 ,和 具体 的 表示 
TŽ. 因此 可 以 利用 任何 一 个 已 知 的 表示 求 得 . 我 们 利用 3 5.1 中 给 出 的 三 
维 正 交 表 示 Dj/-1 求 得 相应 于 ai ,az ,as HICH RF L,I sI. a1 sa sa 的 定 
SOW, $ 5. 1. 参数 组 


(5. 93) 


分 别 相应 于 绕 第 一 轴 转 一 角度 on 的 旋转 , 绕 第 二 轴 转 一 角度 ws IDEF A SE 
第 三 轴 转 一 角度 as 的 旋转 . 相应 的 线性 变换 算 符 征 
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li 0 0 
Fa 0.0 一 Q COS@] — SING | 5 
Q sina, cosg 


F o,a, ,0 ~ 一 Q 1 Q 9 (5. 94) 


COSQ3 — sings Q 
F, Osa, ~ 一 sinas COS@3 Q 
O O ji 
相应 的 无 穷 小 算 符 是 
SF QO 0 Q 
I, — ( a0 | — Q ¢ — 1 9 
Oa a, =0 
O 1 Q 
T O U | 
OF 0,25, 
n = (Se) =/]0 o of, (5. 95) 
Oa 2 a, =O 
一 上 0 0 
r 0 一 上 0 
OF 0,0, 
I, = ( ees =|1 0 Ol. 
OQ 3 a, =0 
Q 0 O 


显然 ,它们 满足 如 下 的 对 易 关 系 : 
I, I, — 1,1, = 13, 
I,I; —1,1, = 1,; | (5. 96) 
I; 1, — Tl = Ih. 

XTRA C. 96) 是 决定 所 有 旋转 群 的 连续 的 可 微分 的 表示 的 基础 . 
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为 了 讨论 方便 ,我 们 引进 如 下 的 表 式 : 
Li=ill, L,=1h, L; =13; 
L= L, +l, L = L}, 1 一 一 区，， 


它们 满足 如 下 的 对 易 关 系 : 


(5. 97) 


(5. 98) 
[Lo L-] =—L_, [L,,L_] = 2L,. 

wee A RAEN RES A R 中 有 一 个 旋转 群 的 表示 ,那么 显然 也 是 由 绕 

第 三 轴 的 旋转 所 形成 的 子 群 的 表示 . 这 个 子 群 是 一 个 阿 贝 尔 群 ,因此 它 的 表 


不 可 以 分 解 为 一 维 表示 之 和 ,其 相应 的 矩阵 是 对 角 和 矩阵 . 根据 3 4.9 中 的 讨 
W ,可 以 知己 在 对 角 线 上 的 矩阵 元 是 

ess (5.99) 
我 们 令 相应 的 基 矢 是 vy ,那么 就 有 


10 
oUM lis UM l Da ， 0,0,a, YM a, =0 
= .f{ O ima o 
Oa: 


因此 ,vu 是 算 符 L。 的 本 征 矢量 ,其 相应 的 本 征 值 是 M. 
可 证 明 Ly uy the L 的 本 征 矢 量 , 其 相应 的 本 征 值 是 CM 十 1); 工 -ww 也 是 
L。 的 本 征 天 量 , 其 相应 的 本 征 值 是 (M 一 1). 证明 是 利用 (5. IDR: 
Lo CL vam) = (Le Lo + Ly) vy = Ly (M+1)0,= (M+1)Liv,; 
LiL- vy) = CL- Ly — L_) oy = L- (M—1) 0, = (M— 1)L_ vy. | 


(5. 101) 


RTGS s 间 R 中 具有 最 大 本 征 值 的 工 , 的 本 征 矢 量 w ,其 相应 的 本 征 


Liv,=0, (5. 102) 
否则 我 们 将 得 到 一 个 本 征 值 为 了 十 1 的 本 征 矢 量 , 和 wm) 的 定义 相 了 矛盾 . 利用 
算 符 工 -我 们 可 以 得 到 如 下 一 系列 的 工 , 的 本 征 矢量 : 

v = L- v, 本 征 值 J — 1; 
| (5. 103) 


这 一 系列 必须 是 有 限 的 ,最 后 将 以 遇 到 零 矢 量 而 告终 ,否则 这 一 表示 将 不 是 
有 限 维 的 ,R 空间 也 将 不 是 有 限 维 的 . 


不 难 证 明 , 在 (5. 103) 式 中 所 和 定义 的 本 征 矢 量 之 间 存 在 着 如 下 的 关系 : 
Lity= pm (M=J,J—1,.), (5. 104) 
式 中 的 py 为 一 整数 . 由 (5. 102) 式 ,可 以 读 出 p, 一 0, 因此 (5.104) 式 在 M=J】 
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时 是 正确 的 . 现在 我 们 来 证 明 一 般 的 o: 假设 (5. 104) RHE M=p 时 是 正确 
的 ,那么 它 在 M=p—1 时 也 是 正确 的 . 


Liv, = Ly L_v,= (L_L,+2L,)», 
= (L 6,0 4, + 2p0,) 
= (po, + 2p) v,» (5. 105) 
因此 有 
L S= p, t 2u» p, = 0. (5. 106) 
式 (5. 106) 的 解 是 
pv ZJI 十 也 一 MGOM +1). (5. 107) 


由 于 (5. 103) 中 的 系列 最 终 将 遇 到 某 一 个 零 撩 量 , 而 前 一 个 矢量 不 是 零 矢 
量 , 令 这 最 后 一 个 非 零 天 量 是 mw. ,那么 必须 有 

JCJ 十 1 一 ZCZ 一 1) 一 0. (5. 108) 
上 式 的 解 是 x= 二 J 十 1 A r=, A — ARA a. 因此 我 们 
得 到 如 下 的 一 系列 L 的 本 征 矢 量 : 


VU; U7 19 9VU_j41 U-79 Co. 109) 
由 此 可 知 2J 十 1 必须 是 一 个 正 整 数 . 只 可 能 取 下 列 的 数值 : 
0,1,1,3,2,... 
= Oss 2 ， (5. 110) 


和 (5. 60) 式 中 的 数值 相同 ,这 就 证 明了 ov 必须 是 一 个 整数 . 
为 了 使 (5. 103) 和 (5.104) 式 取得 更 对 称 的 形式 ,我 们 引入 Lo 的 新 本 征 
矢量 zw: 


AM7J 一 |， | (5. 111) 
Am = {pyOmr 07-1}? (M=J,J—1,°:,—J); 


Livm=VJ (J +1) — M(M 41) om; Co, 112) 
Lovm = Mow. 
在 以 后 为 了 书写 方便 我 们 将 略 去 vu 中 的 一 撤 , 而 写 做 vw 
可 以 看 出 , 《vj vo uv ÉR R 中 的 一 个 不 变 子 空间 Rsj+t1, 因 为 
Rsj+1 在 无 穷 小 的 线性 变换 LL, L+ ,L- 中 变换 为 其 自身 . 因此 Ri+i 中 的 任何 
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天 量 在 无 穷 小 变换 I, 了 ,JT VEAP GIBB Ry PRR. 由 于 代表 
有 限 转 动 的 算 和 从 可 以 表达 为 一 系列 代表 无 穷 小 旋转 的 算 符 的 乘积 , 因此 
人 +1 对 于 整个 证 转 群 说 来 是 一 个 不 变 子 空间 . 它 给 出 旋转 群 的 一 个 (2J +1) 
维 的 表示 ,表示 的 具体 形式 由 (5. 112) 式 完全 确定 ,因为 (5. 112) 式 完全 确定 
了 无 穷 小 变换 的 具体 形式 . 在 空间 Ryn PL = Ls; 有 (2J 十 1) 个 本 征 值 
M 二 一 ,一 J 十 1,…,J 一 1,J ,其 相应 的 本 征 矢量 是 vy. 不 难 证 明 , 空 间 Roy 
中 的 任何 矢量 都 是 算 符 


L= LHLEHLE = >L L+L_L,)+L2 5.113) 


的 本 征 天 量 , 因 为 对 于 任何 基 矢 ww 说 来 ,都 有 
L’ Uy = (Zoua Hoy) +M )on= JCJ +1)vy. (5.114) 


可 以 证 明 , 子 空间 Rsj+41 是 不 可 约 的 ,因此 其 相应 的 表示 也 是 不 可 约 的 . 
如 果 R 是 Rsj4i 中 的 一 个 不 变 子 空间 ,v 是 其 中 的 一 个 L, 的 本 征 矢量 ,那么 
v 一 定 是 (5. 109) 中 的 所 列 的 工 , 的 本 征 矢量 vj,v)_1,…,v_j 之 一 ,最 多 相差 
一 个 数字 因子 ,因为 在 Rsj+1 中 不 存在 其 它 的 Lo 的 本 征 矢 量 . 将 无 穷 小 算 符 
Li 或 L_ 了 逐次 地 作用 在 vw 上 ,根据 (5. 103) 和 (5. 104) 式 我 们 将 得 到 所 有 的 
ovCM 一 JJ 一 1,…… 一 由, 最 多 相差 一 些 数 字 因 了 于 .因此 wwv(CM= 三 六 JJ 一 1 …， 
一 几 都 属于 子 空间 R , 子 空间 R 就 等 同 于 R41 ,R:+ 是 不 可 约 的 . 

不 难看 出 ,在 空间 Rzj4i 中 的 表示 是 和 在 8 5.3 中 所 引入 的 以 表 式 
(5.70) 为 基 矢 的 表示 Dj; 是 等 价 的 . 显然 , 基 矢 (5.70) 是 工 , 的 本 征 矢 量 ,其 
相应 的 本 征 值 是 


U 


9 + (vu = 2J t= O05l,°**,2J), Co. 115) 


和 (5.115) 式 中 2J 十 1 个 本 征 值 相应 的 本 征 矢量 各 只 有 一 个 .在 这 个 表示 的 
空间 中 ,我 们 可 以 利用 刚刚 所 叙述 的 方法 ,得 到 一 个 不 变 子 空间 Rsj+1. 原来 
的 表示 是 2J 十 1 维 的 ,但 是 Ry the 2J 十 1 R BR, SAF E 
(5.70) 式 中 的 基 矢 所 产生 的 空间 ,空间 Rzj+1 中 的 表示 和 表示 Dj; 是 等 价 的 . 
可 以 进一步 证 明 ,由 无 穷 小 变换 (5. 112) 所 决定 的 表示 不 仅 和 由 基 矢 (5. 70) 
次 定 的 表示 等 价 ,它们 甚至 是 等 同 的 .可 以 将 表 式 (5.70) 改 写 做 

RE wid EM Jur Mw ene) 
其 中 M= J —t. 在 表示 D3} 中 有 
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cos 和 — isin 2 
2 2 
Fa 0 0 一 9 
Qı Ql 
— Isin 一 一 cos 一 一 
2 2 
cos < — sin & 
2 2 (5.117) 
Fo,,, Q -一 9 
sin < COS a? 
2 2 
i 
e 2°3 Q 
F, 0 as 一 i ? 
0 € 2°3 


其 中 Fo,。,。 和 Foo, 直接 从 (5. 48) 和 (5. 52) 式 得 来 . 不 难 利用 (5. 40) 和 
(5.42) 式 来 验证 ,(5.117) 式 中 的 Fa ,oo 的 确 是 相应 于 绕 第 一 轴 旋 转 一 个 角 
E a 的 算 符 . 从 (5.117) 式 立刻 得 到 如 下 的 无 穷 小 变换 . 


0 -7 0 -5 一 也 0 
1 = , Í, — ， I, -一 
— it 0 i 0 0 t 
2 2 2 
(5. 118) 
相应 的 LislzsL; 是 
1 1 l 
0 = 0 一 一 — 0 
L = “a 7 | _ 9 
1 1 9 9 2 ; 9 9 3 1 9 
=— 0 — 0 0 一 一 
2 2 2 
(5.119) 
在 表示 D; 中 ,我 们 有 
B (2J)! 3/ a .a \™ 
* 0,0 UM = 可 一 MD) ICJ DT (cos ger 2 m ) 
J—M 
x (— isin 5 U + cos Tu | ; 
B (2J)! Z/ ae az \™ 
* 0,0, 0 UM = Sap TAD. (cos 2% + sin gu) 
J~M 
x (— sin 7 U 十 cos Tu | 9 
Fo o,a, Uy = € 3 Uy. 


(5. 120) 
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将 上 式 中 的 表示 分 别 对 Q1 ?CC2 903 aa 然后 令 dı Sa: “az; “0, 得 


=— 3 VI FMU -MFD vw HVJ -MO FMFD vyn} 


l 


(2J)! i (#0 + Muu 1 ale 


120m = | Gopi Ep | 


= = {(VTFM I -MFD voma VJ- MW I FMD vun } » 
l Uy =— My. 


(5.121) 
从 (5. 121) 式 立刻 可 以 得 到 


L_vy= Gl, + I,)oy=/T FMI MFD vya, 
Livy= Gh — Tl)v=V -MJ FMFI) vua, f (5.122) 


Loum = Il; Uu = Mov,,. 

(9.122) 和 (5.112) 式 一 样 ,因此 D RAN WANA Roy PRR 
穷 小 算 符 (5. 113) 完 全 一 样 , 这 两 个 表示 一 定 完 全 等 同 ,这 样 就 证 明了 表示 
D; 是 不 可 约 的 . 

这 同时 也 证 明了 ,旋转 群 的 任何 一 个 不 可 约 表 示 一 定 等 价 于 某 一 个 表 
不 Dj. 设 在 空间 R 中 有 一 个 旋转 群 的 不 可 约 表 示 , 那 么 可 以 利用 本 节 中 所 
叙述 的 一 个 方法 寻找 一 个 不 变 子 空间 Ro ,其 中 的 表示 等 价 于 D. 由 于 R 
HARE, R ERER ,因此 R 中 的 表示 一 定 等 价 于 Dj.. 这 就 为 我 们 
提供 了 一 个 将 旋转 群 的 可 约 表示 分 解 为 不 可 约 的 表示 的 简便 方法 . 可 以 选 
择 一 个 坐标 系 ,使 所 有 相应 于 绕 第 三 轴 旋 转 的 线性 变换 取 对 角 和 矩阵 的 形 
式 ,计算 具有 本 征 值 M 宇 0 的 的 线性 无 关 的 本 征 矢量 的 数目 . 设 以 ft 
表 这 一 个 数目 ,那么 ww 就 是 这 个 可 约 表 示 中 所 包含 的 维 数 大 于 或 等 于 OM 
十 1 的 不 可 约 表示 的 数目 的 总 和 . 因此 这 个 可 约 表 示 中 包含 不 可 约 表 示 


D; 的 个 数 是 : 
N — Ny- (5. 123) 


$5.6 表示 Dj WERE 


在 3 5.1 中 已 经 指出 ,每 一 个 旋转 可 以 由 一 套 欧 拉 角 (wg,90,y) 来 标志 ,其 
相应 的 线性 变换 可 以 表达 为 二 个 绕 第 三 轴 的 旋转 和 一 个 绕 第 二 轴 的 旋转 的 
线性 变换 的 乘积 . 以 符号 Di (p,0, 力 代表 表示 Dj; 中 和 具有 欧 拉 角 gp ,0,y 的 
旋转 相应 的 线性 变换 矩阵 ,那么 就 有 

Di(o,0,0) = Fo FoooFooy (5. 124) 
um (0305) , (Fo.o.0) mm » (Fo,6,0) mv’ » (Fo.0.g) mw 代表 相应 的 矩阵 元 ,那么 
en 
lm (9050) = » > (Fo,0.¢) mm’ (Fo,9,0) mm” (Fo,0,y) mem. 


M’=—J M”=—J 


(5. 125) 


如 果 选 定 了 (5. 112) 中 的 表 式 vw 为 表示 的 基 矢 ,那么 根据 (5. 120) 式 ,就 有 
Ding: 一 一 eiMptM y) (Fo.9.0 ) MM’ « C5, 126) 


可 以 利用 (5.120) 中 的 第 二 式 来 寻找 (Fo,o,o) 的 具体 形式 : 
Fo0,g,0 Um = >) vu Foso) mm 


7 J TIIT M 


-|g Fi- M )! 


A=0 gg 三 0 A K Z 
0 J 一 M —xtA 
X (sin 3) us ae y (5. 127) 
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引进 
M= J—A—wx,; (5. 128) 
RMA 
oe (2J)! 7 
togo VM = TEMG MT. 
A < J +M’ J — M a 2J+M’ 一 M 一 2) 
— M—M +A GC 
x 2 woe, » A Vy ar na (cos 3 ) 
l M—M +2) | 4 
x (sin) JTH pM IMT v.. (5 129) 
因此 有 
Foon- Y epua yJEM-MIJEMIJ -MN 
i TM J+M —aUlM—M +a! —M—a)! 
0 2J+M'—M—2à ; 9 M—M +2A 
~ (cos 5) (sin > ) (5. 130) 


在 上 式 中 可 以 对 任何 数值 的 A4 求 ,因为 在 4 二 M 一 M 时 ,(M 一 M +1)! =, 
FE A>J —M 时 , 表 式 (J 一 M 一 A)! =. 可 以 将 上 式 进 一 步 简 化 ,引入 


K=M—M +ì, (5. 131) 
HZ BLA } 
Sex _ VT FMI -MIJEM M)! 
(了 oo ) MM 25 ( 1) (J+M—K)I(™M —M+K)!K!(J —M —K)! 
8 2J+M—M'—-2K . 0 M —M+2K 
x (cos 3) (sin 3) (5. 132) 
以 表示 Dj- 为 例 , 就 有 
Sere (1+ cos@) -5 ? sinf = (gp (1 — cos@) 
] _., . l yy: 
D, CH, = B Ysin cos E *sin@ 
1 K= (1 — cos) i esing = ptp (1 + cos) 
(5. 133) 


可 以 证 明 , 球 谐 函数 Y%(6,o) 按 照 表示 Di 而 变换 ,可 以 用 做 表示 Di 的 
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一 套 基 矢 . 任何 工 BY ERIE AA BM 、 


L 
> Cu YY (6,9) (5. 134) 


M=—L 


在 旋转 之 中 仍旧 变换 为 工 BY SR ve eRe AY) E, 1 EPR AR EA EY. 可 以 
Ke Bt A AY BE BY BD ST OL +1) ER RBS H Ris, EER PAE, 
因此 给 了 一 个 旋转 群 的 表示 . 为 了 求 得 这 一 表示 的 无 穷 小 变换 算 符 ,我 们 考 
虑 任何 一 个 函数 folti ,zz ,zs), 它 在 旋转 中 变 为 男 一 个 函数 


Fa, azsa, fo (Ti 9 to ,TT3 ) -一 FCX sT? L3) 5 (5. 135) 
ERR 六 和 上 了 之 间 存 在 着 如 下 的 关系 : 
| FC 14 90923) = fo(11 5X2 5X3) (5. 136) 


旋转 一 个 角度 Ql ,那么 就 有 
Fa 0,0 fo CE1 9X2 9X3) 


— fo (21 ,Za coOSal 十 ZaSlnal， 一 ZazSlnal + xs COSQ1 ) ， (5. 137) 
与 之 相应 的 无 穷 小 变换 算 符 是 
1 fo = (Fu oo fa (xı 9X2 za) ) 
Q 1 a, =O 
_ Ə 9 
= (2: 3 n 3 ) fo. (5. 138) 
用 同样 的 方法 可 以 求 得 I ,和 h, ETE 
— OQ. Oo 
ta fo 7 (x: OX 3 3 5.7) fo 
5 3 (5. 139) 
isto = (x: dz, ” TAU 
因此 有 
l 一 T3 Q — T? 2 9 
OX» OX 3 
— O O 
l= x Ax. X3 5x,” (5. 140) 
L=2,-2-—2x, 2. 
OX} OX » 


TR Ty I，,T 在 球 坐 标 中 的 形式 ,我 们 引进 zi ,zx ,x 和 球 坐 标 7 ,0,9 
之 则 的 关系 : 
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xı = rsin@ cos¢, 


x, = rsing sing, (5. 141) 


TL3 — 7]COSO ， 


从 (5.140) 和 (5. 141) 式 可 以 得 


— 9 Gg 
I = sing F + cos? coté z’ 
l, =— cos¢ 2 + sing coté eA , (5.142) 
oe OP 
__ 9 
h = o¢ 
与 之 相应 ,可 以 得 到 
L.~il,+I,=—e* 2 + ie *coté S» 
L, = il, -一 L — e" 9 十 ie*cotg È, (5 143) 
30 o¢ 
L= il, =— is. 
PRIE PRI aC AY FS aN FE 
YY (6,9) = Bu (9) Or (4) ; 
by ($) = 2 
M Jon 
— 172 
OY (0) = (— pu ee | M(cosf) (M>0), 
men [@L+1)(L—M)!797.,, 
Oi™ (6) = Sap | PM (cos). 


(5.144) 
其 中 Pr (cos9) 是 连带 勒 让 德 函 数 .将 (5.143) 式 中 的 算 符 作用 于 YY (90, 办 上 ,就 


85.7 不 可 约 表示 Dj 的 性 质 79 


| sind = -y — Meot | P¥ (cos) 
=— (L+M)(L—M+1)P""'(cos@) (M>0), (5. 146) 
=- sing 一 Meotg|PY(cosg) =— Pi" (cos@) ， 


就 得 到 


L}, YY (0,$)=v(L— ML+M+1) Yr (6,9), (5. 147) 
Lo Yr (0,$)= MYY (0,$). 
将 上 式 和 (5. 122) 式 比较 ,可 见 由 YY(0, 轨 产生 的 无 穷 小 算 符 和 表示 D-H 
无 穷 小 算 符 相同 ,因此 由 YY(9,8) 产 生 的 表示 就 是 表示 D. 

Q u M u: 作 (5. 39) 式 中 所 给 的 变换 . 如 果 2 是 一 个 奇数 ,那么 和 
《5.59) 中 的 变换 工 相应 ,在 Dy 中 的 线性 变换 由 单位 矩阵 表示 ;和 (5. 59) 中 
的 变换 一 I 相应 ,在 Di 中 的 线性 变换 由 负 单 位 矩阵 表示 . 这 从 (5. 116) 中 基 
矢 v, 的 表 式 的 形式 立刻 可 以 得 到 验证 . 因此 D, 是 旋转 群 的 双 值 表示 . 但 是 
假使 2) 是 一 个 偶数 ,那么 和 (5. 59) 中 的 变换 I 和 变换 一 I 相应 ,在 Di 中 都 
由 单位 矩阵 来 表示 ,因此 Di 是 旋转 群 的 单 值 表示 . 当然 ,由 球 谐 函数 产生 的 
表示 是 单 值 表示 . 


85.7 不 可 约 表示 Dj 的 性 质 


由 于 旋转 群 的 不 可 约 的 (2J 十 1) 维 表示 都 等 价 于 表示 Dj ,而 和 D 相互 
HEBER Dj; 也 是 不 可 约 的 (2J 十 1) 维 的 表示 ,因此 万) HF D. 在 乘积 
表示 Di XD, 中 包含 一 个 单位 表示 . 如 果 J 汉 了 ,那么 在 乘积 表示 Dj; XDy 中 
不 包含 单位 表示 . 我 们 尝试 寻求 表示 D 的 具体 形式 ,并 寻求 从 表示 D 变换 
到 表示 Dj 的 坐标 变换 . 

令 表示 Di 的 一 套 标准 的 基 矢 为 uu, S ww 为 一 套 在 $5.2 中 所 定 
义 的 相应 的 逆 变 的 基 矢 ,那么 表 式 


J 
2J)! _ J+M. „J-M 
(wu, + wu, )” — ») (2! J+M u? M w! w? 


A TFWM 


(5. 148) 
在 特殊 西 群 SU(2) 的 变换 中 不 变 , 亦 即 在 旋转 群 的 变换 中 不 变 . 引进 
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(5.116) 中 所 定义 的 表 式 vw 和 表 式 
(2J)! Me 17M 37M 
w = [FFT]. nO (9. 149) 
那么 由 (5. 148) 式 就 有 


J 
WO (5. 150) 


M=—J 


在 旋转 中 不 变 , 因此 可 以 将 w 24 SE RR Dj; 的 一 套 相 应 的 基 矢 . 从 
(5.26) 和 (5.28) 式 可 以 看 出 ,w ,w 变换 的 矩阵 是 wi ,us 变换 矩阵 的 复数 共 
Pe. 比较 (5.116) 和 (5.149) 式 ,就 可 以 知道 ,w 变换 的 矩阵 是 vu 变换 的 矩阵 
的 复数 共 轿 ,因此 有 

Dim (9,0,0) = [Dim (ob 办] ， (5.151) 
其 中 Dw lo 0 p RARR Dj 中 的 矩阵 元 . 这 是 不 足 为 奇 的 ,因为 (5.70) 式 是 一 
套 正 交 的 归 一 化 的 基 矢 ,在 正 交 的 归 一 化 的 坐标 系 中 线性 变换 应 该 由 么 正 
FE MEE FEN. FE CS. 126) ACS. 132) 式 中 所 给 出 的 表示 Dj 应 该 是 么 正 表 示 . 
利用 (5. 27) 式 ,可 知 


M (2J)! Z J4M J-M 
a TFD D. a 


_ (2J)! z 

ees es É 

= (— 1) vw (5. 152) 
的 变换 方式 和 w 的 变换 方式 一 样 , 可 以 作为 表示 Dj WER. 因此 如 果 进 行 
如 下 的 坐标 变换 

uy > u” = (— 1) "um, (5.153) 

我 们 就 从 表示 Dj AE HR BAA A SESE Hm Dj. 在 空间 Roi POEM RE 
以 写 做 


(5. 154) 


我 们 称 cm NRE c 的 协 变 分 量 ,c” 为 矢量 。 HERTE. i e Md 为 任何 两 
SRE ABA RX 


> cmd™ (5, 155) 
M 


显然 在 旋转 中 是 不 变 的 , 表 式 (5. 31) 是 表 式 (5. 155) HE Di 表示 中 的 特殊 情 
况 . 将 表 式 (5.155) 应 用 于 表示 D, 那么 就 得 
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2cuc 十 2coc + cic! = 2cocs +296) 一 clcl 
= (xı +ix:)(— zı +ixz:)— 23 
一 一 (ZX? +r 十 ré), (5.156) 
显然 (5.156) 式 在 旋转 中 是 不 变 的 .可 以 将 (5.155) 式 写 做 


SoM A Ea 65.157) 
gum = (— 1)’ Sm,_m. 
我 们 称 8 三 (gxwax ) 为 度量 张 量 或 度量 矩阵 . 在 表示 Di 中 有 
g 一 | 小 (5.158) 
—] 0 
在 表示 Di 中 有 
O © l 
g= |0 一 1 Ol. (5.159) 
Ji Q Q 


& Xo 代表 相应 于 旋转 一 个 角度 o 的 群 元 素 的 线性 变换 的 特征 标 , 那 么 
根据 (5. 126) 式 ,显然 在 表示 Di 中 有 


| 


m+ 2) +z)e] (5. 160) 


$5.8 eR FER 4m 


议 表 不 D; W — ER E U, Uj 9 …,U_;), 表 示 Dy HERRE 
(oj Upis vy), A] ARF 
umm  (M 一 JJ 一 1 一 JM =J, J]J —1,,— J) (5.161) 
当做 乘积 表示 Dj X Dy WEBER. 显然 ,在 绕 第 三 轴 转 一 个 角度 a 时 , 基 
矢 (5. 161) 的 映像 是 
e io (Mi 一 M 十 M )， (5. 162) 
因此 umo y 是 L 的 本 征 天 量 , 相 应 的 本 征 值 是 M,=M+M’. 4 J>J'ht.M 


82 PRE 旋转 群 的 表示 


全 确定 以 后 ,Mo 可 以 取 的 值 如 下 : 


M= J, Mo =J+J, J+J —1,J+J —2 „JoJ, 

M=J-1,M = J+J —1, J+J 一 2， «,J-J’, J-J —l, 

M = J— 2, M) = J 十 J 一 2 »J— J’; J-J’-1,J—-J’-2, 
M 一 一 一 一 J 了 十 了 ， 一 了 十 了 一 1 一 了 一 了 


应 的 本 征 关 量 的 个 数 逐 一 增 吉 ,一 直到 M, _] 一 了 为 止 , 那 时 相应 | AME 
量 有 27 十 1 个 ; 当 M, 再 减 小 时 ,相应 的 本 征 矢 量 的 个 数 不 再 增加 ,在 
J-J >Mo> 一 J 十 了 中 相应 于 每 一 个 Mu, 各 有 2J 十 1 个 本 征 矢 量 ; 此 后 
M. 冉 逐 一 减少 时 ,相应 的 本 征 矢 量 的 个 数 逐 一 减少 ,最 后 到 Mo =J 
只 有 一 个 .一 般 地 说 来 ,相应 于 一 MM 的 本 征 矢量 的 个 数 
等 于 相应 于 M, 的 本 征 矢量 的 个 数 . 根据 (5. 123) 式 和 有 关 的 讨论 ,可 知 在 乘积 
表示 D; X Dy 中 ,表示 Djy Djy- Dj} 5-2 soe" ,Dlr 各 出 现 一 次 ， 因此 有 


J AJ A HOA EXT RA , 因此 (5 163) 式 在 J J 的 时 候 也 适用 
举例 来 说 ,我 们 有 


(5. 164) 


可 以 看 出 ， 两 个 单 值 表示 的 乘积 表示 可 以 分 解 为 单 值 表 示 之 和 两 个 双 值 表 
未 的 滋 积 表示 也 可 以 分 解 为 单 值 表示 之 和 ,一 个 单 值 表 示 和 一 个 双 值 表示 
的 乘积 表示 可 以 分 解 为 双 值 表示 之 和 . 


5.9 乘积 表示 分 解 的 具体 方法 


现在 讨论 将 乘积 表示 Dr XD, 分 解 为 一 系列 不 同 的 表示 Di 之 和 的 具 


体 方法 . BE uy 和 vw 六 分 别 为 不 可 约 表示 Dj 和 Dj 的 基 矢 ,uwi wx 为 乘积 表 


不 的 基 舌 ， 问题 归结 为 进行 一 个 坐标 变换 ,使 乘积 表示 在 新 的 坐标 系 中 明显 
地 分 解 为 不 可 约 表示 之 和 . 令 


$ 5.9 乘积 表示 分 解 的 具体 方法 


为 新 坐标 系 中 的 基 矢 ， 它们 生成 不 普 的 (37 十 1) 维 的 子 空 本 ,给 出 旋转 群 的 
不 可 约 表示 Dj. 在 新 旧 和 坐标 系 的 基 天 之 间 存 在 着 如 下 的 变换 关系 : 


= Š uy, vy <JiJ2M,Mz | JM), (5. 166) 


FLAP (J J:M, M, JM) 为 坐标 变换 的 矩阵 的 元 素 ， 年 阵 的 行 由 一 对 数字 (Mi ， 
M; ) 标 志 ;矩阵 的 列 由 一 一 对 数字 (J， M) 标 志 . 假使 uy Uy 和 Wi 都 是 归 一 一 化 
的 正 交 的 坐标 系 的 基 矢 ,那么 坐标 变换 的 矩阵 就 是 入 正和 矩阵 ,我 们 有 


> (JM | Ji J2M,M,)><J,J2.M,M, | J M’) = S37’ Sum’ > | 
(5. 167) 


其 中 
(JM | JiJ2M,M,) = (JJ: MM, | JM)”. (5. 168) 
M Uy, 反 过 来 也 可 以 表达 为 ww RE I 
Uy oy = = 2 Wu (JM | JıJ:M,M,;). (5. 169) 


l 


为 了 求 出 和 正 变换 矩阵 的 元 素 ( J:-M:M: |JM) 的 具体 形式 ,我 们 考虑 
如 下 的 表 式 : 


A 一 0 了 了 + uv’) Caw + uw 2 (ow! How +t, 
| (5.170) 
FLA Cu, ,wz) 和 (wv ,v,) 都 是 表示 D1 WHER, (v',v?) Al Cw, w*) WU BREE 


表示 Di 的 基 矢 ,a 是 一 个 常数 . GR RRA 在 旋转 群 的 变换 中 不 变 , 因 此 
是 旋转 群 的 单位 表示 . 学 谍 到 关系 (5， 27) 式 ,就 有 


U y 
yi pte gy IN ry J} —J+J tty w EY w2 (5.171) 
如 采 我 们 形式 上 引入 和 定义 ,在 ?等 于 负 整 数 的 时 候 
二 一 0 (n =— ], — 2,.), (9. 172) 


那么 在 (5. 171) 式 中 按 hp 求 和 可 以 从 负 无 穷 起 一 一 直 加 到 4,y,v 等 于 正 无 
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35 ,因此 可 以 将 求 和 符号 上 下 的 数字 略 去 不 写 . 我 们 引进 如 下 的 符号 : 
M; = Ji taps 
M, 一 一 太一 人 一 2 (5,173) 


那么 显然 有 


(5. 171) 式 就 可 以 写 做 


Ul y g , (5.176) 


uh 可 以 作为 表示 Dj HÆR, op 可 以 作为 表示 Dj, 的 基 矢 ,w"* 可 以 作为 共 
im Dj 的 基 矢 ,这 样 可 以 将 (5.175) 式 写 做 


其 中 我 们 利用 了 公式 
( J+J: >J: ) 
j 一 万 一 Mo +A 
根据 3 5.7 中 的 讨论 ,可 知 表 式 


(5. 178) 


AE 2J: 2 2 
PE E Z) Pate! 5.119 
Ji + M,/ J: +M/ J+M oOo 
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在 旋转 群 的 变换 中 的 变换 方式 和 ww 的 变换 方式 一 样 ,可 以 作为 表示 D; 的 
FET. 比较 (5.166) 和 (5.179) 式 ,经 过 适当 的 归 一 化 就 得 到 


其 中 和 常数 a 的 选择 必须 受 归 一 化 条 件 (5. 167) 式 的 限制 ,但 是 归 一 化 条 件 不 
能 唯一 地 确定 a, 因 为 如 果 a 能 使 (5. 180) 式 满足 条 件 (5.167) 式 ,那么 ae* th 
可 以 使 (5.180) 式 满足 条 件 (5.167) 式 . 为 了 以 后 讨论 和 应 用 的 方便 ,我 们 约 
定 确定 a 的 规则 ,a 应 该 如 此 选择 ,使 
(JJ AM 一 J, .M; 一 一 J, | J,M = /i — Jo? 

=| (JiJoJi,s—Je | 太太 一 万 )》 |l (5.181) 
征 一 个 正 实数 . 从 (5. 180) 式 可 以 看 出 ,在 用 这 种 规则 选择 了 常数 a 以 后 ,所 
有 的 坐标 变换 抢 阵 元 (太太 Mi Mz | JM) 都 是 实数 . 因此 这 个 矩阵 的 逆 和 矩阵 就 
是 它 的 转 置 矩阵 . 经 过 比较 复杂 的 计算 ,可 以 得 到 

(2J + 1) 27)1C27,)1027)) 
J+thi¢J2t+0D!101,¢5/2-D!IJ04+5,-JO'WJt+J2—-Jv! 
(5. 182) 


ada — 


将 上 式 代 入 (5. 180) 式 ,可 得 


‘J1J:MM; | JM} = >, (一 Damu, 07 1 
À ! í l 


Xx Ji 十 所 一 有 万 1 及 十 了 了 一 万) 
X(T) TT MD) —M)!J: +M,:)! 


x Ja —M,) 1 +M) (J —M)!] 
x AQ: +J,-J-A!IG, —M, —1)!(J; +M; —1)! 
xJ—=J,—-M;,+9!J—J: +M, +a)! | . (5. 183) 


i — FTE AEDs SORE HES A HM - RERA. 当 J =y ARW- R 
数 的 具体 数值 见 下 表 ， 
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J=] +5 J=] -5 
l J, +M+— J, -M+— 
M: =~ ! 2 o ' 2 
2J, F] 2J, F] 
1 Jı -M+= 
M, = ~~ 2 
2Jı +1 


当 J:=1 时 ,到 菜 布 施 - 苹 登 系数 的 具体 数值 见 下 表 : 


J=Jivrl J=Ji J=Jı—1l 
M=1| /MWINTMTD /CD 二 MDC 一 MT 二 IlL) Jı-MJı:-M+1) 
(2J1 +1)(2J1 +2) 231 Jı +1) 231 (2Ji +1) 
M, =0 | ‘(A EMED J -MFI M [GMM 
Jit DJi +1) VJı Jı +1) Jı (2Ji +1) 
Ml (LoOT=MD [Mam /JTMDO TMTD 
(21 二 1)(2J1 +2) 2J1 Jı +1) 2Jı CJi +1) 


All FZ AS. 183) RHA K A ii- KSA RRS BEA 
ERA -K A BUN. AT LA AE SP OS AY HH: E. U. Condon 和 G. H. 
Shortley 的 The Theory of the Atomic Spectra (1951);A. R. Edmonds 的 
Angular Momentum in Quantum Mechanics (1960) Æ. 

可 以 证 明 , 有 克 亲 布施 - 戈 登 系数 有 如 下 的 一 些 性 质 . 

(JJM, —M | 00) = (一 DTY 一 | 

2J +1 

(JOMO | JM? = 1; 

(Ji J2M,M, | JM) = (— 1): I (JM,M | JM); 

(Jid2,—M,,—M, | J, — M) = (— 1)" 74 (TMM, | JM); 


(J;J2M,M, | JM) = (一 TD | st Tl -(J2J; —MM | JiM 


(J,J,M,M, | JM) = (— 1) 2 JJM, —M; | J2M,). 


(5. 184) 
其 中 第 一 式 和 第 二 式 可 以 从 (5.180) 和 (5. 182) 式 直接 看 出 来 . 将 (5. 180) 和 
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(5.182) 式 中 的 Ji, Mi 和 JJ,M: 交换 ,可 以 看 出 a 不 因此 改变 ,而 


(J.J:M.M, | J,M) =a $) = Vics ve) 
«(Ee ) 
J2—M,—-a/\J, +M —a 
GT 
Jc +M,/\J, +M,/\J+M 
(5.185) 
考虑 到 
ItJ2-~Ji\ / J+J: 
Gm a) G iMa 
J 十 1 一 J J+J] J: 
( — )=( _ E (5. 186) 
Jı Mı —2 J—J:—M,+ì 
JitJ2-J\ / h tJ:—J 
| A =O aa 
并 令 
Wit da JO A= pw (5. 187) 


ECS. 186) ACS. 187) KARA C5. 185) 式 ,就 可 以 立刻 得 到 (5. 184) 式 中 的 第 
三 式 . 由 于 
(Jide, —M,,—M | J,—M) 


1 2 十 1 J2 十 2 J1 
=a D) C Daman a” +J ale Ji 一 )( J2—J ) 
A a A J, +M,—A Jo —M,—aA 
2J, 2J, 2J \ T? 
[GEAT 3.13 
J, —M, J: — M, J—M 
考虑 到 


比较 (5. 185) 和 (5. 188) 式 ,可 以 立刻 得 到 
(JiJ2, —-M,,—M, | J, — M} = (J2.J,M,.M, | JM), (5.190) 
这 样 就 证 明了 (5. 184) 中 的 第 四 式 . 将 (5.180) 和 (5. 182) RAR OF AG AB AE. 
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(J ,Mi) > (J;,— Mə), 
(J ;,M;) > J.M), (5.191) 


(J.M) > (J: Mı), 


Phe 
a DJ +1’ 


(Ji J2M,M, | JM) > J-J, —M:M | JıMı? 


AE 2J 2J; -3 
x[ (人 
J2—M, /\J + M/\J, +M, 
考虑 到 (5. 189) 式 ,并 令 
A= Ja T Ma — p, (5. 193) 
就 得 到 
(J-J,—M.M | J,M,) = (—1)?2™ 2J +1 


aT] (Ji J2MiM, | JM). 


(5.194) 
这 就 是 (5. 184) 中 的 第 五 式 . 因为 J+M, 是 一 个 整数 ,将 (5. 180) 和 (5. 182) 


式 中 的 表 式 作 如 下 的 变换 : 
(fi »M, ) > (J.M), 


(J,,M,) > (J1,—M),), (5.195) 
(J.M) > CJ. „M: )， 


lJa rl) 
2J +1 
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(JJ M, — M, | J:M:? 


=(= pa, MM | JM), (5. 198) 


这 就 是 (5. 184) 中 的 第 六 式 , 因 为 万 一 Mi 是 一 个 整数 . 


$5.10 ”完全 的 三 维 正 交 群 的 表示 


我 们 称 旋转 群 和 反射 群 的 乘积 为 完全 的 三 维 正 交 群 , 群 的 元 素 由 旋转 
群 的 元 素 ` 反射 群 的 元 素 以 及 它们 的 乘积 组 成 .反射 变换 


x; >— x; (i= 1,2,3) (5.199) 
是 二 阶 的 阿 贝尔 群 ,有 两 个 不 可 约 的 表示 : 一 个 是 单位 表示 , 另 一 个 是 


代表 反射 .考虑 三 维 的 旋转 群 的 表示 ,和 和 群 元 素 相 应 的 线性 变换 是 三 维 正 交 
变换 ,其 行列 式 等 于 1. 将 变换 (5. 199) 写成 矩阵 形式 ,那么 变换 矩阵 就 具有 
如 下 的 形式 : 


0 一 上 0 
Q 0 一 1 
其 行列 式 等 于 一 1. 不 难看 出 ,代表 一 个 旋转 和 一 个 反射 的 乘积 的 变换 的 行 
列 式 虱 等 于 一 1. 每 一 个 行列 式 等 于 一 1 的 正 交 变换 相应 于 一 个 旋转 和 反射 
的 乘积 . 我 们 称 一 切 正 交 变换 ( 既 包 括 含 行列 式 等 于 1 的 ,也 包含 行列 式 等 于 
一 1 的 正 交 变换 ) 为 完全 正 交 群 . 因此 旋转 和 反射 群 的 乘积 同 构 于 三 维 完全 
正 交 群 ,三 维 完全 正 交 群 的 表示 同时 就 是 旋转 群 和 反射 群 的 乘积 群 的 表示 . 
不 难 给 出 三 维 完全 正 交 群 的 不 可 约 表 示 . 考虑 任何 一 个 不 可 约 的 表示 . 由 
于 反射 和 所 有 的 旋转 可 以 对 易 , 因 此 表示 反射 的 矩阵 可 以 和 不 可 约 表示 中 所 
有 群 元 每 的 矩阵 对 吻 . 根据 舒 尔 引 理 , 可 知 表 示 反 射 的 矩阵 只 可 能 是 单位 和 矩阵 
和 东 一 个 数 的 乘积 . 由 于 连续 进行 二 次 反射 又 得 到 单位 元 素 , 相 应 的 和 矩阵 必须 


, (5. 201) 


30 PRE ”旋转 群 的 表示 


是 单位 矩阵 ,因此 表示 反射 的 矩阵 只 能 是 单位 矩阵 或 负 的 单位 矩阵 . 
显然 ,三维 完全 正 交 群 的 不 可 约 表 示 也 是 旋转 群 的 不 可 约 表 示 . 设 在 三 
维 完 全 正 交 群 的 不 可 约 表示 中 所 包含 的 旋转 群 的 不 可 约 表示 是 Dj ,那么 代 
表 一 个 旋转 和 一 个 反射 乘积 的 群 元素 的 表示 不 是 Dj; 就 是 一 Dj. WRJ ER 
数 ,Di 是 单 值 表示 ,那么 相应 地 三 维 完全 正 交 群 有 两 个 表示 
DT , D7, (5. 202) 
在 前 面 的 一 个 表示 中 ,反射 由 单位 矩阵 代表 ;在 后 面 一 个 表示 中 ,反射 由 负 
的 单位 矩阵 来 代表 . 如 果 本 是 半 整 数 ,那么 和 旋转 群 的 不 可 约 表 示 相 应 ,只 
有 一 个 三 维 完全 正 交 群 的 表示 ,也 写 做 Dj. 因为 在 这 种 情况 下 即使 是 单位 元 
每 也 婚 可 以 由 单位 矩阵 表示 ,也 可 以 由 负 的 单位 矩阵 来 表示 ,因此 反射 自然 
也 降 可 以 由 单位 矩阵 来 表示 ,也 可 以 由 负 的 单位 矩阵 来 表示 . 


$6.1 对 称 性 和 和 守恒 定律 


在 第 一 草 中 我 们 讨论 了 经 典 力 学 中 对 称 性 质 和 守恒 量 之 间 的 关系 ,可 
以 证 明 ,类 似 的 关系 存在 于 量子 力学 之 中 . 摘 写 量子 力学 系统 的 苹 定 证 方程 
FE 


a 
Lao = Hy, (6.1) 


其 中 是 描述 物理 状态 的 波 函数 , 它 EE 是 一 套 完 全 的 可 以 对 多 的 力学 量 的 也 
数 ,五 是 哈密 顿 量 算 和 从 , 它 是 代表 一 套 完全 的 可 对 易 的 力学 量 的 算 符 的 水 
数 . 如 有 果 我 们 所 讨论 的 量子 力学 系统 是 闭合 的 ,那么 HER ERRA RA 
征 时 间 的 函数 . BRE AE PS JI EB BY E AS A 

J (n= 1,2,3,..) (6. 2) 


可 能 有 无 穷 多 个 ,它们 都 是 算 符 H 的 本 征 函 数 , 其 相应 的 本 征 值 是 
E, (n=1,2,3,..), (6.3) 
我 们 称 E, 为 定 态 加 的 能 量 . 有 的 时 候 不 同 的 定 态 的 能 量 相 同 ,我 们 称 和 这 
个 能 量 相 应 的 能 级 是 退化 的 或 简 并 的 . 处 于 不 同 能 级 的 小 函数 是 相互 正 交 
的 ;在 退化 的 能 级 中 ,我 们 可 以 选取 一 套 完 全 的 正 交 的 定 态 波 函 数 , 使 这 一 
退化 能 级 中 的 任何 定 态 波 函 数 都 可 以 表达 为 这 一 套 完 全 的 正 交 的 波 函 数 的 
Em. 为 了 讨论 方便 ,我 们 用 符号 
Uns (n=1,2,3,"";s = 1,2,3,°.",5,) (6. 4) 
代表 这 一 套 选 定 的 完全 的 正 交 的 归 一 化 的 定 态 波 函 数 . 其 中 1 标志 这 一 定 
仿 的 能 量 是 上 上, s, 则 代表 这 一 能 级 的 简 并 上 度 ,s 标志 这 一 简 并 的 能 级 中 已 经 
选 定 的 各 个 相互 正 交 的 定 态 . 
由 于 哈密 顿 量 算 和 从 是 一 个 线性 算 符 ,所 以 群 定 证 方程 的 任何 解 都 可 以 
表示 为 (6.4) 式 中 波 晃 数 的 合 加 ,也 就 是 说 ,我 们 所 讨论 的 物理 系统 的 任何 
可 能 的 状态 的 波 函 数 y 剖 可 以 看 做 
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y= Dmg (6.5) 


可 以 将 所 有 可 能 的 状态 的 波 函 数 的 集体 当做 一 一 个 无 限 维和 天 量 空间 ,y, 是 这 
个 天 量 空间 中 的 一 套 正 交 的 归 一 化 的 基 矢 ,y 是 这 个 矢量 空间 中 的 一 个 矢 


量 , 其 相应 的 分 量 是 cn. 我 们 称 这 种 矢量 空间 为 希 尔 伯 特 空间 . 显然 ,所 有 如 
BBY Ws PR BX 


的 集体 形成 希 尔 但 特 空间 中 的 一 个 子 空 间 , 当 (6. 6) 式 中 的 n 取 一 个 确定 的 
数值 . 可 以 看 出 ,对 于 哈密 顿 量 算 符 互 说 来 ,这 个 子 空间 是 不 变 子 空间 . 

由 于 空间 的 均匀 性 ,如 果 物 理 系统 处 在 一 个 可 能 存在 的 物理 状态 ,那么 
本 整个 物理 系统 平行 移动 到 空 加 的 万 一 处 以 后 的 状态 也 代表 一 个 可 能 存在 


人 (6.7) 
(RTE BN — ME ,那么 
p (x xP peer e™ 4) 
= Px? — A,x? — Agere, x” —A,t) (6. 8) 
the BES ERASE, HR A 代表 平行 移动 的 矢量 . 我 们 用 简 式 
bp = Tad (6.9) 


代表 由 (6.7) 式 到 (6.8) 式 的 变换 , 显然 变换 是 线性 的 . 因此 T 是 希 尔 伯 特 
空间 中 的 一 个 线性 变换 算 符 ,所 有 在 空间 中 的 平行 移动 形成 一 个 群 ,显然 ， 
线性 变换 T 是 这 个 群 的 表示 . 

于 空间 (6. 6) 对 于 平行 移动 群 显然 是 一 个 不 变 子 空间 . 因为 由 内 描 述 的 
TRASH AEE EE, ,那么 由 y = Tad, 所 描述 的 平行 移动 后 的 状态 的 能 量 应 该 
ESFE.. 亦 即 y TU RIA AM. OR PHB. 


P = Tabs = >》 Drottss (6. 10) 


其 中 名, 是 Ta 的 矩阵 元 . 这 就 说 明了 算 符 Ta 和 哈密 顿 量 算 符 H 可 以 对 易 ， 
因为 对 于 布尔 们 特 空间 中 的 任何 矢量 y 来 说 ,都 有 
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动 的 矢量 4 的 三 个 分 量 (Ai ,A; ,A: ) 作 为 群 的 参数 ,并 寻求 相应 的 无 穷 小 变 
换 ToT: T. AAC. 8) 式 ,我 们 有 


O 
lig 7 aT a 2, xo 
fə __V\_ 9 
lag = aa T |, 7 和 2 ane (6. 12) 
O 
tag E pal? |. a 和 和 
因此 我 们 得 到 如 下 的 平移 群 的 无 穷 小 变换 算 符 : 
3 ə a ə 
l, ~ > oxi” ? L, — > (DT I, —_ 之 ， Ox,” 4 (6. 13) 


当然 ,它们 都 可 以 和 哈密 顿 量 算 符 XT 我 们 引进 如 下 的 厄 米 算 符 ， 


J 


由 于 它们 都 可 以 和 哈密 顿 量 互相 互 对 易 , 因 此 它们 是 守恒 量 ,我 们 称 这 些 守恒 
量 为 物理 系统 的 总 动量 . 可 见 , 和 空间 的 均匀 性 相应 ,存在 着 动量 守恒 守 律 . 

从 时 间 的 均匀 性 出 发 ,用 如 上 的 方式 讨论 ,我 们 可 以 得 到 能 量 守恒 定 
律 . 代表 能 量 的 算 符 是 


P, = iT, -i> 52 mm QG = 1,2,3), (6.14) 
v 


.OO 
9 dl 
ry (6.15) 


它 和 时 间 中 的 移动 群 的 无 穷 小 算 符 相连 系 . AFR RE RBRAP AAS 
的 哈密 顿 量 不 是 时 间 的 函数 ,因此 显然 可 以 和 能 量 算 符 (6. 15) 相 对 多 ,因此 
能 量 是 守恒 量 . 从 (6. 1) 式 可 以 看 出 ,哈密 顿 量 就 是 能 量 . 

一 般 地 说 来 ,如 果 物 理 系统 有 某 种 对 称 性 质 , 那 么 与 之 相应 的 线性 变换 
算 符 就 可 以 和 哈密 顿 算 符 H 对 易 . 我 们 就 相应 地 得 到 一 种 守恒 定律 ,守重 的 
力学 量 和 这 种 线性 变换 的 算 符 相连 系 . 如 果 和 对 称 性 质 相应 的 变换 形成 一 
个 连续 群 ,那么 守恒 的 力学 量 就 和 这 个 群 的 无 穷 小 变换 算 侍 相 联 系 . 

因此 ,如 果 物 理 系 统 的 运动 规律 对 于 空间 转动 具有 不 变性 ,那么 旋 巷 群 
的 无 穷 小 算 符 L, 就 和 哈密 顿 量 算 符 相互 对 易 . RNR 
Mi 一 i QG =1,2,3) (6. 16) 
代表 的 量 为 角 动 量 , 这 样 我 们 就 得 到 了 角 动 量 守恒 守 律 . 如 果 物 理 系 统 中 粒 
子 都 只 有 重心 运动 的 自由 度 , 不 具备 别 的 内 部 运动 自由 度 , 那 么 波 困 数 吏 是 
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仅 由 这 些 粒子 的 坐标 x” 组 成 的 函数 ， 


b= Mx? x yore x™ yt), (6.17) 
相应 的 旋转 群 的 无 穷 小 变换 的 形式 已 经 由 (5. 140) 式 给 出 ,因此 在 这 种 情况 
下 , 角 动 量 算 符 就 是 


M: =i») im 5 — zx" —2 |， (6. 18) 


由 于 在 这 种 情况 下 系统 内 部 的 粒子 只 \ 有 重心 运 二 动 ， 粒子 不 具有 内 部 运动 ,我 
们 也 称 (6. 18) 式 右 方 的 表 式 为 轨道 角 动 量 . 
企 许 多 情况 下 ,粒子 除了 重心 运动 的 自由 度 以 外 ,还 具有 内 部 运动 的 自 
FH BE. 这 时 波 函 数 不 仅 是 描述 重心 运动 状态 的 粒子 坐标 x 的 函数 ,还 应 该 是 
拍 述 内 部 运动 的 变数 的 函数 . 作为 一 个 例子 ,我 们 讨论 一 个 粒子 在 一 个 球形 
对 称 的 势 场 中 运动 的 情况 . 如 果 这 个 粒子 具有 内 部 运动 自由 度 , 我 们 以 符号 
o 标志 内 部 运动 状态 ,那么 波 函 数 可 以 明显 地 写 做 
J(X,0,1), (6. 19) 
其 中 坐标 x 是 连续 的 变数 . 由 于 内 部 运动 常常 只 能 取 有 限 几 个 彼此 独立 的 状态 ， 
因此 o 篆 弟 是 不 连续 的 变数 ,只 能 取 分 立 的 数值 . 这 时 我 们 常常 将 波 函 数 写 做 
J (Xt) Co = 1,2,.. ,00), (6. 20) 
其 中 o 是 彼此 独立 的 内 部 运动 状态 的 数目 . 有 时 为 了 方便 ,我 们 也 常常 将 
(6.19) 式 中 的 波 函 数 写 做 一 列 ， 


yy (x,t) 
J (x,t) 
yr (x,t) |. (6. 21) 
yo (x,t) 
FE Whe Fe EN, UE PR y 变换 为 
J = Dg, (6. 22) 
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其 中 
Zi 一 > 0 ， ;一 rar ， (6. 24) 


aj re NN Pe EFS AY) = HE TE E SY Mo. 系数 Do 决定 波 函 数 的 各 个 分 量 在 
旋转 时 如 何 变换 ;可 以 将 所 有 可 能 的 内 部 运动 状态 的 集体 当做 一 个 矢量 空 
间 ,在 旋转 中 ,这 个 线性 矢量 空间 变换 为 其 自身 ,给 出 旋转 群 的 一 个 表示 ,DD 

束 古 这 个 旋转 群 表示 的 窍 阵 的 矩阵 元 ,它们 当然 是 旋转 参数 al ,az ,as 的 函 
BL. (6. 24) 式 中 的 矩阵 元 a, 当然 也 是 旋转 参数 a ,as ,as 的 函数 . 将 (6. 23) 式 
对 a; 钴 分 就 可 以 得 到 旋转 群 的 无 穷 小 变换 算 符 


Oa, o oai o On} 
_ (1) ð _, 2 
DIPPED + (zs 3 2 3 e t) 


(6, 25) 
因为 当 @ 一 0 时 ,x =x, Do =, o PTA ER ID RE h A MISHA H Me 
FEREZ BY ER — 个 轴 旋 转 的 无 穷 小 变换 ,一 般 地 有 


i? = Em (j = 1,2,3). (6. 26) 


我 们 以 符号 IV 代表 具有 和 矩阵 元 IP 的 矩阵 ， 因此 在 粒子 具有 内 部 运动 的 情 
况 下 ,旋转 群 的 无 穷 小 变换 具有 如 下 的 形式 : 


| + 2X3 9 — T? 9 


OX > OX 3 
T” Q — 9 ， 
Ər, Oy Wk 
(3) O 9 
! Tz OX | “1 Ox.” 
与 之 相应 , 角 动 量 算 符 就 是 
M, — S, + L, 9 
S, — i] , 
Lı = (x F o7 T ) 
Ox: Ts (6, 28) 
_ Ə _ a 
La = i(a OX 3 23 5， 
_./ a a2 
L; = i( x: OX 1 “1 JAL 
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其 中 L; 代表 由 粒子 的 重心 运动 而 产生 的 角 动 量 , 称 为 轨道 角 动 量 ;S; 代表 
由 粒子 内 部 运动 所 产生 的 角 动 量 , 称 为 自 旋 角 动量 . 例如 , 当 粒 子 的 波 函 数 
有 二 个 分 量 时 ,在 旋转 中 按 表 示 Di 变换 ,那么 相应 的 无 穷 小 变换 已 经 由 


(5.118) 式 给 出 ,相应 的 自 旋 算 符 是 


2 ji Q 
o1 _1 0 一 1 
S: 二 了 az 一 (| o) (6, 29) 
=] o] 1 ¢ 
S: = pa = y (o 让 
并 有 
S = S +s +s =—2(1+ 5). (6. 30) 


因此 我 们 称 , 由 这 样 的 波 函 数 所 描述 的 粒子 具有 自 旋 广 . 又 例如 : 当 粒 子 的 


波 困 数 有 三 个 分 量 时 ,在 旋转 中 像 一 个 矢量 那样 变换 , 亦 即 按 表示 D 变换 ， 
那么 相应 的 无 穷 小 变换 已 经 由 (5. 95) 式 给 出 ,相应 的 自 旋 算 符 是 


0 0 0 
S = |0 0 一 1|， 
O 1 0 
O 0 1 
S, = |0 0 | (6. 31) 
一 1 0 0 
0 一 1 0 
S, = |1 0 | 
0 0 0 
并 有 
S = +SS =104+). (6. 32) 


PAY SE BG AT eR BA AFERI RR ERAT RA A DE 1. 例如 ,电磁 辐射 场 由 
JE F 2AM » E a He A AT LA RB AC, OR TE, AES WY A ee 1. 
一 般 说 采 » FHI — “PL BY TBE R BC AY) Oo E EE The FF TR RR REN Dj 变换 ,那么 
这 个 粒子 就 具有 目 旋 J. 
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如 果 所 讨论 的 物理 系统 的 运动 规律 对 于 左右 具有 对 称 性 . 具体 地 说 ,如 
果 任 何 一 个 物理 上 可 能 存在 的 状态 的 镜像 状态 也 是 物理 上 可 能 存在 的 状 
AS ,那么 描述 空间 反射 的 线性 变换 算 符 就 和 哈密 顿 量 算 符 五 可 以 相互 对 易 . 
我 们 称 这 个 描述 空间 反射 的 线性 变换 算 符 所 代表 的 力学 量 为 宇 称 , 这 样 就 
得 到 宇 称 守恒 定律 . 当然 ,如 果 所 讨论 的 物理 系统 的 运动 规律 并 不 具有 这 样 
的 反射 对 称 的 性 质 , 即 一 个 可 能 存在 的 状态 的 镜像 状态 并 不 一 定 是 客观 上 
可 能 存在 的 状态 ,那么 也 就 不 存在 宇 称 守恒 定律 . 

和 角 动 量 相 似 , 一 个 粒子 的 宇 称 不 仅 决定 于 这 个 粒子 的 轨道 运动 ,也 依 
赖 于 粒子 的 内 部 运动 ,可 以 如 下 地 来 说 明 . 粒子 的 外 部 运动 所 有 可 能 的 状态 
的 集体 形成 一 个 矢量 空间 ,给 出 对 称 群 的 一 个 表示 . 粒子 的 内 部 运动 所 有 可 
能 的 状态 的 集体 也 形成 一 个 矢量 空间 ,也 给 出 对 称 群 的 一 个 表示 . 整个 粒子 
运动 所 有 可 能 的 状态 的 集体 形成 的 矢量 空间 就 是 由 上 述 两 个 矢量 空间 所 组 
成 的 乘积 空间 , 它 所 给 出 的 对 称 群 的 表示 也 就 是 上 述 两 个 表示 的 乘积 表示 . 
以 空间 反射 群 为 例 : 这 个 群 一 共 只 有 两 个 一 维 的 不 可 约 表示 . 一 个 是 单位 表 
示 ; 另 一 个 是 由 1 表示 群 的 单位 元 素 ,以 一 1 表示 群 的 反射 元 素 ;如 果 粒 子 的 
波 函 数 给 出 空间 反射 群 的 单位 表示 ,那么 我 们 说 : 这 个 粒子 所 处 的 状态 的 宇 
称 是 正 的 ;如 果 粒 子 的 波 函 数 给 出 空间 反射 群 的 另 一 个 表示 ,那么 我 们 称 这 
个 粒子 所 处 的 状态 的 宇 称 是 负 的 . 与 此 相应 ,如 果 粒 子 的 内 部 运动 状态 给 出 
反射 群 的 一 个 单位 表示 ,那么 我 们 说 ,这 个 粒子 的 内 豪 宇 称 是 正 的 ;如 果 粒 
子 的 内 部 运动 状态 给 出 反射 群 的 另 一 个 表示 ,那么 我 们 说 ,这 个 粒子 的 内 豪 
宇 称 是 负 的 . 以 光子 为 例 : 在 空间 反射 中 矢量 4 的 三 个 分 量 作 如 下 的 变换 

A — — À, (6. 33) 
因此 光子 的 内 豪 宇 称 是 负 的 . 

利用 上 述 的 方法 ,可 以 从 物理 系统 对 于 规范 变换 的 不 变性 推导 出 电荷 
守恒 定律 ;可 以 从 物理 系统 对 于 同位 旋 空 间 中 旋转 的 不 变性 推导 出 同位 旋 
守恒 定律 . 当然 ,如 果 物 理 系统 具有 其 它 的 对 称 性 质 ,那么 相应 地 可 以 推导 
出 其 它 的 守恒 定律 .例如 : 轻 子 (电子 .中 微 子 等 ) 数 目的 守恒 定律 ,重子 ( 质 
子 .中 子 等 ) 数 目的 守恒 定律 ,奇异 数 ( 基 本 粒子 分 类 中 的 一 种 量子 数 ) 的 守 
恒定 律 等 等 都 是 物理 学 中 重要 的 守恒 定律 ,都 可 以 从 相应 的 对 称 性 质 推 导 
出 来 . 
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人 在 上 一 蔬 中 我 们 已 经 指出 ,属于 一 个 能 级 的 状态 形成 一 个 矢量 空间 , 如 
未 也 讨论 的 物理 系统 对 于 旋转 具有 不 变性 ,那么 这 个 矢量 空间 就 给 出 旋转 
群 的 一 个 表示 . 如 果 这 个 表示 是 可 约 的 ,那么 这 个 矢量 空间 还 可 以 分 解 为 一 
系列 于 空间 ,每 一 个 子 空间 给 出 旋转 群 的 一 个 不 可 约 表 示 . 现在 让 我 们 讨论 
一 个 这 种 子 空 间 中 状态 的 波 函 数 .为 了 简单 起 见 ,我 们 讨论 一 个 没有 内 部 自 
由 度 的 粒子 在 一 个 球形 对 称 的 势 场 中 的 运动 .如果 上 述 的 一 个 子 空间 给 出 
诞 转 群 的 一 个 表示 Dj ,那么 可 以 选择 一 套 正 交 的 归 一 化 的 波 函 数 
y¥ (x,t) (M=J,J—-1,,—-J) (6. 34) 
作为 这 个 表示 的 基 矢 . ER AB hp FOBT DOK _E i R AE FF OY BRAK AR 
BN ,我 们 有 


py (x,t) = > Rim YY (gg)e , (6. 35) 
AOA E Zé Pr ve wy BERR RE. 在 上 式 中 ,因子 
Rim (Ne (6. 36) 
按照 旋转 群 的 单位 表示 而 变换 ,因子 
Y~ (6,9) (6. 37) 


则 按照 旋转 群 的 不 可 约 表 示 Di 的 第 M' 个 基 矢 的 变换 的 方式 而 变换 . 为 了 
使 (6. 35) 式 左 、 右 二 方 在 旋转 中 具有 相同 的 变换 方式 ,必须 有 

py (x,t) = R YF CO, pe, (6. 38) 
这 是 一 个 没有 自 旋 的 粒子 处 在 角 动 量 等 于 广角 动量 的 第 三 个 分 量 等 于 M 
的 状态 时 的 波 函 数 的 一 般 形 式 . 

在 空间 反射 时 ， 

0 一 工 一 0， $—> nt, 

Y7 (6,9) > (—1)/ Y" (6,4), 
因此 轨道 运动 给 出 的 宇 称 是 (一 1)/. 如 果 粒 子 的 内 豪 宇 称 是 正 的 ,那么 状态 
(6. 38) 的 宇 称 就 是 (一 1)/ ;如果 粒子 的 内 豪 宇 称 是 负 的 ,那么 状态 (6. 38) 的 
军 称 就 是 (一 1) 盖 :!. 


现在 让 我 们 考虑 一 个 具有 自 旋 等 于 三 的 粒子 在 一 个 球形 对 称 的 势 场 中 
的 运动 . 我 们 考虑 属于 一 个 能 级 的 状态 所 形成 的 矢量 空间 , 它 给 出 旋转 群 的 


(6. 39) 
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一 个 表示 . 将 这 个 表示 分 解 为 一 系列 不 可 约 表示 以 后 ,我 们 讨论 其 中 的 一 个 
不 可 约 表示 Dj. 设 给 出 不 可 约 表示 D; 的 一 套 正 交 的 归 一 化 的 基 矢 是 

WM (x,0,t) (M=J,J—ly,—J), (6, 40) 
FCP o 代表 内 部 运动 自 旋 变 数 . 所 有 可 能 的 自 旋 状 态 形 成 一 个 二 维和 撩 量 空 
加 , 它 给 出 旋转 群 的 不 可 约 表 示 D, , 栖 之 相应 ,我 们 取 下 列 自 旋 波 函 数 


] 0 
a=) -0 ab 
2 0 -7 ji 


为 表示 D1 的 基 天 . 在 引进 球 坐 标 以 后 ,可 以 将 (6. 40) 式 中 的 波 函数 展开 成 
为 如 下 的 天 加 


xot) =e > Rim (r)u, YM (6,9) 
L,M’ í 


十 > Rim Cr)z YY 0.0} (6.42) 
LM’ 


其 中 YY (6,9) WUE ARERR Rm Di 的 基 矢 ,而 表示 式 
ur Yr (09); ui Yr (0,9) (6.43) 


则 可 以 作为 乘积 表示 D, XD, 的 基 天 .在 目击 的 傅 况 下 ,总 角 动 量 是 运动 党 


数 ,但 是 目 旋 和 轨道 角 动 量 未 必 分 别 是 运动 常数 . 在 数学 上 它 表 现 为 : 一 方 
面 , 以 46.43) 作 为 基 天 的 乘积 表示 D, X Dy 十 可 约 的 ; 力 一 方面 ,在 (6. 42) 


式 左 方 的 表 式 是 不 可 约 表示 的 基 矢 ,必须 将 表示 D, XD, 分 解 为 不 可 约 表 
示 . 利用 (5.166),(5.167) 和 (5. 169) 式 我 们 有 


Pr (Xsa5t) 
ik 十 l / ] ji / L) M'+= 
=e PE | (L+4,M to LM 9 | Pit 
] / ji ] 4) “a 
一 二 M'+ >I LAM = | 
+(L 2 + |LGM 3 和 一 


s-i- tleint] (6,44) 
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M’+4 


利用 (5. 167) 式 ,不 难 验 证 Pryl 等 为 : 


l 
I 2 1 
pr -一 > 人 zM 十 二 一 pp 十 二,M +> )u,¥, " "(O,9) ， 
ee 
1 . 
P = 2, I zM +5 — ppt -FM 二 让 ju Ye OD, 
] 
ee? 
7 
了 / J M’—=— 
prs =- (L$,M py L+55M — > ju, Y; (0,9) ; 
2 
M'—7 ] / ] ] / l M'—7— 
Pr- =>) (L zM = 9 ÆR L —-~»M -4 uY; (0,9) 
(6. 45) 
它们 分 列 为 不 可 约 表示 DAD :的 基 矢 .由 于 (6. 44) 式 左右 二 方 都 只 


L+> 了 一方 


能 按照 不 可 约 表示 Dj 的 第 M 个 基 矢 的 方式 变换 ,在 合并 具有 相同 变换 性 
质 的 项 以 后 ,我 们 有 


py (Yoyt) = eR (on +R Wo", l (6. 46) 


这 是 一 个 自 旋 等 于 二 ,处 在 角 动 量 等 于 J、 角 动量 在 第 三 轴 方 向 的 分 量 等 于 


M 的 状态 中 的 波 函 数 的 一 般 形 式 . 
为 了 书写 方便 ,我 们 引进 符号 


(6. 47) 


(6. 46) 却 项 可 以 与 做 
Pr (Xsa5t) =e” (Rt (r) p FR (r) gr") (6. 48) 


如 来 物理 系统 具有 左右 对 称 性 , 亦 即 对 于 空间 反射 具有 不 变性 ,那么 宇 称 就 
征 一 个 运动 遂 数 ,属于 一 个 能 级 的 波 函 数 应 该 给 出 空间 反射 群 的 表示 . HRA 
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话说 ,属于 一 个 能 级 的 状态 所 形成 的 矢量 空间 应 该 给 出 三 维 完全 正 交 群 的 
不 可 约 表示 . 在 将 这 个 表示 分 解 为 不 可 约 表示 之 后 ,不 可 约 表示 的 基 矢 只 能 是 
Ri(r)pre , (6.49) 
或 只 能 是 | 
R- (hose. (6.50) 
因为 o™ Mo” 具有 相反 的 宇 称 , 如 果 粒 子 的 内 豪 宇 称 是 正 的 ,那么 状态 
(6. 49) 的 字 称 是 (一 1)7* ,状态 (6. 50) 的 宇 称 是 (一 1) 1? ;如 果 粒 子 的 内 豪 
宇 称 是 负 的 ,那么 状态 (6. 49) 的 宇 称 是 (一 1)"? ,状态 (6. 50) HOR 
(一 1D) 三 .状态 (6.49) 和 (6. 50) 就 是 具有 一 定 角 动量 和 一 定 字 称 的 自 旋 等 
于 却 的 粒子 的 波 函数 的 一 般 形式 . 
在 目前 已 经 发 现 的 基本 粒子 之 中 ,除了 自 旋 等 于 零 的 粒子 (x 介子 .K 介 
子 ) 和 自 旋 等 于 二 的 粒子 (中 微 子 .电子 、p 子 、 核 子 、 超 子 ) 以 外 ,还 有 一 种 自 


旋 等 于 1 的 粒子 , 那 就 是 光子 .我 们 现在 讨论 自 旋 等 于 1 的 粒子 的 波 函 数 . 所 
有 可 能 的 目 旋 状态 形成 一 个 三 维 的 天 量 空间 ,它们 给 出 旋转 群 的 一 个 表示 
Di. FICS. 95) 却 给 出 的 无 穷 小 变换 相应 ,表示 Di 的 一 套 正 交 的 归 一 化 的 基 
RFE 


] l 0 
Xi =- 一 二 1 | ， ) 一 = 一 1|， Xo 一 10|， (6.51) 
V2 10 v2 | l 


上 式 每 一 个 表示 中 第 一 、 第 二 、 第 三 行 的 数字 各 代表 波光 数 在 第 一 轴 、 第 二 
机 .第 三 轴 方 四 的 分 量 . 在 上 节 中 已 经 指出 ,一 个 自 旋 等 于 1 的 粒子 的 波 函 数 
具有 三 个 分 量 , 在 旋转 中 像 一 个 矢量 的 分 量 那样 变化 . 利用 矢量 在 表示 D, 
的 协 变 分 量 co ,c1 ,cz 和 它 在 直角 坐标 系 中 三 个 分 量 之 间 的 关系 (5. 42) ,并 经 


过 归 一 化 ,就 可 以 得 到 表 式 (6. 51). 应 用 和 讨论 自 旋 等 于 的 粒子 的 波 函 数 


的 方法 相同 的 方法 ,可 以 知道 ,一 个 自 旋 等 于 1、 角 动量 等 于 了、 角 动 量 在 第 
三 轴 方 向 的 分 量 等 于 M 的 粒子 的 波 函 数 具 有 如 下 的 一 般 形式 ， 
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其 中 R? ,R” ,R* 都 是 半径 > 的 函数 ,并 有 


gy 一 >, (J1 M— ,ul M)y Y, *(0,$), (6.53) 


of = X (J +1,1,M— pop lI M)y YH 8). 


/二 一] 


QO AR ALF BY AN SSR AG FAY A SS BB EE HY IBA po 和 ow; ”的 
宇 称 和 都 是 (一 1D)” ,而 py ”的 字 称 则 是 (一 1) 六 :1. 办 此 此 时 角 动量 等 于 J. f 


动量 在 第 三 轴 方 癌 的 分 量 等 于 M FRETO V ERFT 1 的 粒子 的 波 
疯 数 的 一 般 形式 是 


e it R? (r) p” 十 ROP (r) pom | ， (6. 54) 


角 动 量 等 于 了 人 角 动 量 在 第 三 轴 方 向 的 分 量 等 于 M, 宇 称 等 于 (一 1)7+: , 自 旋 
等 于 1 的 粒子 的 波 函 数 的 一 般 形 式 是 : 
eE RO (7) gM, (6. 55) 
作为 一 个 例子 ,我 们 讨论 一 个 自由 光子 处 在 具有 一 定 角 动 量 和 一 
称 状 在 中 的 波 男 数 . 电磁 辐射 可 以 用 一 个 矢 势 AC(x,z) 来 描述 ， 它 满足 如 下 的 
运动 方程 


~ 9 (6. 56) 
ari ax, ar? ar’ 


并 必须 满足 如 下 的 洛 伦 兹 条 件 ( 库 仑 规范 ) 

V-A= 0. (6.57) 
我 们 可 以 利用 运动 方程 (6.56) 寻 求 RY RO, RO? 的 形式 .通常 光子 (静止 
质量 为 零 ) 的 能 量 以 符号 w 代表 ,动量 以 符号 大 代表 ,并 且 有 


天 | =. (6. 58) 
作为 一 个 例子 ,以 (6.55) 式 代入 (6. 56) 式 ,就 得 到 
(A 二 Tw RY ro 一 0， (6. 59) 


Baeta) a) a je R oe =o, 


r 
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A) FA ERG PBB Yr (9,$) 的 性 质 , 上 式 可 简化 为 


4 zig (r P 2) JI +D +a r i R® Cr) =0, (6. 61) 
上 式 的 解 是 
R® (r) = by — J p3 (or). (6. 62) 
N wr 


其 中 by 是 任意 常数 ,J EN EK A. (6. 61) 式 还 有 依赖 于 诺 伊 曼 函 数 或 汉 
兄 尔 靖 数 的 解 ,但 是 这 些 解 在 原点 具有 高 阶 的 奇 点 ,不 能 用 做 波 函 数 , 所 以 
不 取 . 为 了 书号 方便 ,我 们 引进 如 下 的 符号 : 


J wr) 
gy lwr) = (2r) i V , (6. 63) 
它们 满足 如 下 的 归 一 化 条 件 
[rPdrg} (o'r) gs (or) = (any ROT e?, (6. 64) 
e 


那么 ,不 难 证 明 RY ,R 2 和民 ”具有 如 下 的 形式 
RY? (r) = ag; lwr), | 


R (r) = ang lwr), (6. 65) 


R (r) = ang; (wr). 
此 外 » FEF BY UK BRI BC Zi WE AE YS E 2K SR (6.57), BIKE C6. 54), (6.55) 和 
(6. 65) 式 代入 (6.57) 式 ,必须 要 有 


a, 一 VTTT:VT (6, 66) 
经 过 适当 的 归 一 化 ， SASF MEF A 


—iwt it 
po” = € | e- 1 Cwr do,” /a + EJH Cordo” 9 


(6. 67a) 
pr = eg; lwr) (J =1,2,3,%). (6. 67b) 


(6. 67a) PAY DX RAA PR FE — 17, BRA HB 2 Be RT BY UK eR. (6. 67b) 中 
H BRIAN AY) SE BR EC IT , 称 为 磁 2 PRAT AY HK PHL. 


$6.3 选择 定 则 


现 让 我 们 讨论 一 个 粒子 系统 放出 电磁 辐射 的 过 程 . 设 系统 中 共有 个 
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粒子 ,其 坐标 分 别 为 

X1，X2 9° Xn» (6. 68) 
LB fap OP BY A ej ,e; ，… ,e, ,其 质量 分 别 为 ml m ,… ,m. 如 果 系 统 原来 处 于 
状态 Yi;, 现 让 我 们 来 求 系统 放出 一 个 动量 为 k、 极 化 矢量 为 e 的 光子 而 跃迁 
至 状态 F: 的 几率 . 利用 微 扰 论 ,可 以 知道 相应 的 最 低 次 跃迁 S 矩阵 元 是 


(f S i) = Mð (pi — pp —k) 8(E, — E; — w), (6. 69) 
其 中 Mi 的 表 式 是 
| x = €; —ikex. x 
人 MI; 一 dx Y 一 一 e i (e eV) Y, (6. 70) 
5 > 元 
其 中 dx 是 
dx, dx.***dx, (6.71) 


Ni Sw 是 光子 的 能 量 , 并 有 wo= |k| ;Pi E 是 粒子 系统 始 态 所 具有 的 总 动 
量 和 总 能 量 ; p E 则 是 粒子 终 态 所 具有 的 总 动量 和 总 能 量 . (6. 69) 式 右 方 
表 式 的 第 二 个 因子 和 第 三 个 因子 分 别 反 映 了 动量 守恒 和 能 量 守 人 恒 . 当然 , 极 
ERE e ÆHF k, KEA 

es. k=0. (6.72) 


为 了 与 起 来 方便 ,我 们 引进 如 下 的 符号 来 代表 磁 多 极 辐射 和 电 多 极 辐 
射流 呆 数 中 的 依赖 于 空间 坐标 的 因子 (其 中 0,$ 为 x 的 方向 角 )， 


那么 就 可 以 将 描述 具有 一 定 动量 大 和 一 定 极 化 e MKT LHR 
eek (6.75) 
Be IK AY WE TB FBT A, Se RAG. 73) BI. 利用 公式 
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e -一 >》 gi (wr) YM (6,6) YM" GP , P, ) (6. 76) 
L,M 
以 及 关系 (6.72) 式 ,可 以 证 明 : 
e et* 一 SV(CO* AO (xX) +C2" AD (x)}, (6.77) 
L,M 
其 中 
Cy = E o» Ay CO, Pz) ? | (6. 78) 
Cy = E o A`? CO, P,), 
将 (6.77) 式 代入 (6.70) 式 就 得 
2r)’ qe (a) | (a) 
M; = — C dxW Au x) + VY 
i / 2w D4 24 24 m. om SEM 
(6.79) 
可 以 将 表 式 
(2 ) €; x gla 
7 > “| dew, A® (x) e VP: (@=0.1) (6.80) 


当做 粒子 系统 放出 磁 多 极 辐射 (a 二 0) MBSR =D S 矩阵 元 . 因 
此 粒子 系统 放出 平面 波 的 S 矩阵 元 可 以 表达 为 放出 磁 多 极 辐 射 和 电 多 极 辐 
WAJ S 矩阵 元 的 人 车 加 . 

现在 我 们 讨论 粒子 系统 放出 各 种 电 多 极 辐 射 或 各 种 磁 多 极 辐 射 的 可 能 
性 .如果 粒子 系统 在 始 态 中 具有 和 角 动 量 厂 , 角 动量 在 第 三 轴 方 向 的 分 量 为 
Mi; 粒 了 于 系统 在 终 态 中 具有 和 角 动 量 广 , 角 动量 在 第 三 轴 方 向 的 分 量 为 Mi , 那 
LAER HF KBE NW, 和 Yi 分 别 按照 旋转 群 表 示 Dj 的 第 Mi SERA 
表示 Dy, 的 第 Mi 个 基 矢 的 变换 方式 变换 . 而 表 式 A1%(x)。V; 则 按照 旋转 群 
表示 Di WEM 个 基 矢 的 变换 方式 变换 . 与 此 相应 , 表 式 

PYAS (x) V; M = Jide lets — J M=L,L—1,.,—L) 

(6. 81) 
按照 乘积 表示 Dy, X Di 的 基 矢 的 变换 方式 变换 . 其 中 wl 是 表示 Dj WHE 
矢 , 炎 XY 就 是 粒子 系统 终 态 的 波 函 数 . (6. 81) PRAMAS RTE 
量 空间 , 它 在 旋转 中 不 变 , 因 此 给 出 旋转 群 的 一 个 表示 ;但 是 这 个 表示 可 能 不 
等 价 于 乘积 表示 DL X Dj ,因为 原来 D 和 Dj 中 的 基 矢 WY A AmO) e V 
E x, 的 函数 . 作为 矢量 空间 中 的 基 矢 ,(6.81) 中 的 表 式 可 能 是 线性 相关 的 ,但 
是 关于 由 (6.81) 生 成 的 矢量 空间 所 给 出 的 表示 ,可 以 证 明 如 下 的 定理 : 
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活 说 , 设 a 为 群 g 的 任何 一 AK. 那么 就 有 
Àu, = > ua, , 7 


(6. 82) 


其 中 A AA, 为 空间 R MR 中 和 和 群 元 素 a 相应 的 线性 变换 ;可 是 两 个 表 
不 之 加 和 存在 着 如 下 的 区 别 : w ,zz 是 线性 无 关 的 ,ol ,po ,v 是 线性 相 
关 的 ;可 以 证 明 ,如 果 表 示 DO 是 完全 可 约 的 , 即 可 以 分 解 为 如 下 的 不 可 约 表 
不 之 和 

DY” =D,+D,+-++D,, (6. 83) 


那么 表示 D'“ 也 是 完全 可 约 的 ， 记分 解 成 的 不 可 约 表示 是 (6. 83) 式 右 方 给 出 
的 不 可 约 表示 的 一 部 分 . 


WEAR 我 们 在 空间 R 和 R; 的 矢量 之 间 建 立 如 下 的 对 应 关系 : 和 空间 
R; HEARE 


u = > cu, = (6.84) 


v= Dea (6. 85) 


与 之 相对 应 .那么 显然 ,两 个 矢量 空间 中 矢量 的 加 法 也 存在 着 对 应 应 的 关系 . 
换 人 向 话说 、 设 Vv? A u ”相对 应 ， v? 和 wu” 相对 应 ， ABA uP H a2 就 和 ws" 十 


从 (6.82) 和 (6. 84),(6.85) 式 可 以 看 出 ,如 果 w 和 w 对 应 ,那么 A,v 也 和 
Aiu 相对 应 . 由 于 空间 R: 中 的 零 矢 量 对 于 群 g 说 来 是 一 个 不 变 的 子 空间 ， 


因此 y 对 于 群 g BUR ER 中 的 一 个 不 变 子 空间 . 由 于 表示 DY 是 完全 


R; = y+R, (6.86) 
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其 中 R 对 群 g 说 来 也 是 一 个 不 变 子 空间 , 它 同 构 于 商 空 间 R1/7Y, 因 此 也 同 构 
于 空间 R. y 和 RR 分别 给 出 (6. 83) 式 右 方 的 不 可 约 表 示 的 一 部 分 ,二 者 合 起 
来 给 出 (6. 83) 式 右 方 的 全 部 不 可 约 表 示 . AFR, AF R, R 给 出 的 表示 
SOUT R 给 出 的 表示 ,因此 R 只 给 出 了 (6. 83) 式 右 方 的 不 可 约 表 示 中 的 一 
部 分 . 

粒 于 系统 的 各 种 状态 给 出 一 套 完 全 的 、 正 交 的 归 一 化 的 波 函 数 
Vu) (6. 87) 


其 中 M 代表 角 动 量 ,M 代表 角 动 量 在 第 三 轴 方 向 的 分 量 , N 代表 粒子 系统 的 


N 


(27)° > SPAS, (x. ) ` V, (6. 88 ) 


2w J=1 |; 
可 以 展开 成 为 (6. 87) PRAWN BIN, MH (6. 80) 就 是 在 这 个 展开 中 所 包 
aH P ATHY A Bay SESE. 因此 粒子 系统 放出 磁 多 极 辐 射 或 电 多 极 辐射 


的 几率 依赖 于 相应 展开 中 和 项 前 的 系数 . 关于 展开 式 中 的 系数 ,我 们 有 如 
下 的 定理 : 


定理 6.3.2 if 
o” oo eee ,DT ET ,OL ，。 , + gil ) ， (6. 89) 
是 一 套 完 全 的 、 正 交 的 函数 ,g 是 一 个 群 ,在 (6. 89) 中 的 每 一 组 函数 
(1) (2) cee Ch, ) (6 90) 
Pa Pa 9°** 9Q, 
给 出 群 g 的 一 个 不 可 约 表 示 DA. 如 果 
Pp sry (6.91) 


Jz — ARM, Che g 的 一 个 完全 可 约 的 表示 D ,那么 在 将 (6. 91) HH 
数 展开 成 为 (6. 89) HEURES NA ESTA D” 被 包含 在 表示 
D 中 时 ,Di y= 二 1,2,… ,hh ) 才 可 能 在 展开 中 出 现 . 

证 明 考虑 (6. 91) 中 函数 的 任何 又 加 


y= Day, 6. 92) 


p= Dap 十 2d apr” He 二 wi 十 wz 十 …. (6. 93) 
我 们 令 y” 代表 由 (6 93) 式 中 的 函数 释 加 所 形成 的 窑 s 间 , 亦 即 给 出 表示 D% 
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的 空 ¥ 则 ， Ab A Ly W1 9W29°** 分 别 为 空 s JB] y” y” … 中 的 天 量 . Al eh A ZS ¥ [a] R 中 的 
任何 一 个 矢量 y 相应 ,空间 yY* 中 有 一 Mes w. MA wo, 和 内 分 别 和 yw 和 


相应 ,那么 wo, +o RA D+w FAM. et WH g 的 任何 一 个 元 素 , 人 为 相应 


Tp = >) a,,To? + 2 4%T 92" + = Ty, + Tw, +e, (6.94) 


因此 空间 y” PERE To 相应 于 空 SR R 中 的 矢量 TV. 所 有 的 矢量 w 形成 
空间 7y” 中 的 一 个 子 空间 ,而且 是 对 于 群 g 不 变 的 子 空间 . 由 于 空间 yx 是 不 
可 约 的 ,因此 只 能 是 零 天 量 或 等 同 于 空间 7y% .如果 只 不 是 零 矢 量 而 是 等 
同 于 空间 y* ,那么 从 以 上 的 讨论 可 以 看 出 ,yY* 是 空间 RR 的 同 态 映像 , 同 构 于 
R 的 一 个 商 空 间 . 根据 定理 6. 3.1 可 知 表示 D? 一定 被 包含 在 表示 D 之 中 . 


因此 如 果 以 表 式 (6. 81) 为 基 矢 的 空间 中 所 给 出 旋转 群 的 表示 中 不 包含 
表示 D; ,那么 积分 (6. 80) 必 须 等 于 零 ,根据 定理 6. 3. 1, 以 (6. 81) 为 基 矢 的 
空间 所 给 出 的 表示 只 包含 乘积 表示 


D;, x Di = Dj + 十 Dj 41-1 +e + D (JL | (6. 95) 
中 所 包含 的 不 可 约 表示 的 一 部 分 . 因此 只 有 当 
TJi|<L<IJ+j (6. 96) 


时 ,跃迁 几率 才 不 等 于 零 . (6. 96) 式 所 提出 的 要 求 正 是 角 动 量 守 恒定 律 所 提 
出 的 要 求 . 

在 实际 上 经 党 所 讨论 的 问题 中 ,光子 的 波长 常常 远大 于 粒子 系统 的 半 
fe. 以 披 原 子 为 例 , 氨 原子 的 结合 能 的 数量 级 是 


~ ee (6. 97) 


2a)” 


其 中 a, WARTH. At aU FH PY A BE BEAR At (6. 97) 中 的 
能 量 . 即使 放出 的 光子 的 能 量 大 如 (6. 97) ,光子 的 波长 也 将 达 


À -一 hc = LRC a ~ 一 214ao 9 (6. 98) 
€ €e 
2A 


He ARF ABE K 274 倍 . 以 原子 核 为 例 , RPK AE ERE 107 cm, 
WARE HH 1 MeV 能 量 的 光子 ,那么 相应 光子 的 波长 约 达 2X10 "cm, 比 原 
于 核 的 半径 大 了 差不多 一 百倍 .在 积分 (6. 80) 中 ,由 于 原子 核 的 波 函 数 炎 :和 
Vi 公 在 原子 核 的 大 小 的 区 域内 才 显 著 地 不 等 于 零 , 因 此 积分 的 主要 贡献 来 
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日 这 个 区 域 . 在 这 个 区 域 之 内 wo 必 < 冬 1, 因此 可 以 将 Am Ce) PRA F g Cor) 
展开 为 wr; 的 级 数 , 只 取 其 第 一 项 而 略 去 高 次 项 ,这 样 的 近似 引进 的 误差 是 很 
小 的 ,但 是 可 以 大 大 简化 计算 工作 . 利用 由 EPR ES ET A ,我 们 有 


由 于 在 积分 领域 中 orl, AL aK, sh Lh 因此 里 然 在 理论 
上 ,只 要 工 满足 条 件 (6. 96), 那 么 粒子 系统 就 能 放出 角 动 量 等 于 工 的 光子 ， 
亦 即 2” 极 的 电磁 辐射 ， ei 的 光子 的 角 动 量 大 都 等 于 | 六 一 三 | ,放出 更 


gi lwr) = (6.99) 


如 果 粒 子 系统 的 运动 规律 对 于 空 间 反 射 具有 不 变性 ,那么 宇 称 就 是 很 
好 的 量子 数 . 用 类 似 于 以 上 的 讨论 ,可 以 证 明 , 粒 子 系 统 终 态 的 宇 称 习 光子 
的 宇 称 必须 等 于 粒子 系统 始 态 的 宇 称 . 这 样 ,我 们 得 到 如 下 的 选择 定 则 : 

如 果 粒 子 始 态 和 终 态 的 宇 称 的 乘积 是 (一 1) l ,那么 放出 的 光子 
应 该 主要 是 电 2.757 极 辐射 ;如 果 粒 子 始 态 和 终 态 的 宇 称 的 乘积 是 
(1) H 那么 放出 的 光子 应 该 主要 是 磁 2 i! 极 辐射 

在 Ji 二 J 时 ,由 于 光子 的 角 动 量 至 少 等 于 1, 当然 不 可 能 放 2 极 辐 射 . 
在 这 种 情况 下 ,大 都 将 放出 二 极 辐射 . 设 J ;二 J 0, MALT AH SAAS 
具有 相反 的 宇 称 ,那么 主要 将 放出 电 二 极 辐射 . 设 J ;二 J 关 0, 而 粒子 系统 的 始 
态 和 终 态 具有 相同 的 字 称 ,那么 主要 将 放出 磁 二 极 辐射 . 如 果 Ji = J, = 0, Ap 
么 放出 一 个 光子 的 过 程 是 严格 不 可 能 的 . 

用 类 似 上 述 的 讨论 方法 可 以 得 到 8B 训 变 中 的 选择 定 则 . 
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在 $6.1 已 经 指出 ,如 果 物 理 系 统 的 运动 规律 对 于 一 个 群 g 中 的 变换 具 
有 不 变性 ,那么 每 一 个 能 级 中 的 状态 形成 一 个 矢量 空间 ,给 出 群 g 的 一 个 表 
AR. 如 果 这 个 表示 是 不 可 约 的 ,那么 我 们 称 能 级 的 向 并 是 正常 的 ;如 有 果 这 个 
表示 是 可 约 的 ,可 以 分 解 为 大 干 不 可 约 表 示 之 和 ,那么 我 们 称 这 个 能 级 的 简 
并 带 有 偶然 性 .我 们 考虑 如 下 的 情况 : 哈密 顿 量 可 以 分 成 两 项 : 
H = H, +åV, (6. 100) 
其 中 H, 是 主要 项 ,AV 是 微 扰 项 .4 是 一 个 参数 , 它 的 大 小 决定 微 扰 的 强度 ， 
在 一 0 时 , 微 扰 便 趋 于 消失 . 设 
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征 一 组 定 态 的 波 函 数 , 当 一 0 时 ,它们 趋 于 一 条 正常 简 并 的 能 级 的 一 套 相 互 


pi opro" Dn» (6. 102) 
给 出 群 g 的 一 个 不 可 约 表示 Du ,那么 可 以 证 明 (6. 101) 中 的 状态 也 属于 同一 
条 能 级 ,给 出 群 g 的 同一 个 不 可 约 表 示 Do. 证 明 如 下 : 假使 (6. 101) 中 的 状 
仿 已 经 分 裂 为 二 条 或 更 多 条 的 能 级 ,那么 (6. 101) 中 的 波 函 数 也 相应 地 分 为 
两 组 或 更 多 的 组 ,各 组 分 别 给 出 不 同 于 D。 的 群 g 的 表示 .但 是 ,在 4 连续 地 
改变 时 , 波 函 数 的 改变 是 连续 的 ,从 一 个 表示 到 另 一 个 不 等 价 的 表示 的 改变 
却 是 不 连续 的 .突然 的 . 波 函 数 的 连续 的 改变 不 可 能 导致 它 所 给 出 的 表示 的 
不 连续 的 和 突然 的 变化 . 因此 假设 不 成 立 , 这 就 证 明了 (6. 101) 中 的 状态 属 
于 同一 条 能 级 ,给 出 群 g 的 表示 Do. 

这 也 吏 证 明 ,对 于 群 g 具有 不 变性 的 微 扰 不 可 能 分 裂 一 条 对 于 群 g 说 
KEER fal FF AY BE. 当然 ,如 果 能 级 的 简 并 本 来 带 有 偶然 性 ,那么 在 微 扰 
的 作用 下 ,能 级 就 可 能 分 裂 . 但 是 分 裂 出 的 能 级 的 数目 不 会 超过 原来 带 有 偶 
然 性 的 简 并 的 能 级 中 所 包含 的 群 g 的 不 可 约 表示 的 个 数 . 能 级 分 裂 后 所 给 
出 的 群 g 的 表示 仍旧 和 原来 没有 分 裂 的 能 级 所 给 出 的 群 g 的 表示 等 价 . 
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我 们 考虑 如 下 的 反应 : 
P+A>B+Q, (6. 103) 
ALS P 和 原子 核 A 碰撞 将 转化 为 粒子 Q_ 和 原子 核 B. 我 们 选择 在 质心 系统 
中 进行 讨论 , 令 A AP 的 相对 动量 为 k; ,那么 始 态 的 波 函 数 可 以 写成 如 下 的 


形式 : 

Wi = y,’ Xue, (6. 104) 
其 中 x, 代表 从 A BP 的 矢量 ;x”“ 代表 原子 核 A 的 内 部 运动 的 波 函 数 ,如 
RETEA HWE SA ,在 (6. 104) 式 所 代表 的 状态 中 它 的 自 旋 在 第 三 轴 方 向 
的 分 量 是 ma ;x”? 是 粒子 PP 的 内 部 运动 的 波 函 数 . 如 果 粒 子 P 具 有 自 旋 Sp， 
在 (6.104) 所 代表 的 状态 中 它 的 自 旋 在 第 三 轴 方 向 的 分 量 是 mp. 可 以 将 
(6. 104) 式 展开 成 为 球面 波 的 全 加 : 


P, = Ox Xr gL kirap) YY (Op bp) YY COn), (6.105) 
L,M 
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其 中 各 项 代表 各 种 不 同 的 轨道 自 角 动量 的 状态 ;rap A Xap 的 径 ,0p ,加 为 xp 的 


方向 角 ,k; 为 无 的 径 ,9 p A k 的 方向 角 , YY (9; ,$b ) 则 决定 各 种 不 同 轨 
直角 动量 状态 的 比重 . 由 于 核子 力 是 短 力 程 的 , 随 着 粒子 和 原子 核 A 碰撞 时 
的 瞻 准 中 离 增 大 ,相互 作用 很 快 地 减弱 . 因此 轨道 角 动 量 超过 某 一 数值 , 实 
际 上 已 经 不 存在 相互 作用 ,不 会 导致 任何 反应 或 散射 的 过 程 . 在 反应 中 起 作 
用 的 只 有 有 限 的 几 个 角 动 量 状态 .为 了 说 明 问 题 的 实质 ,避免 不 影响 到 问题 
实质 的 复杂 讨论 ,我们 假定 反应 过 程 主要 决定 于 轨道 角 动 量 等 于 工 的 状态 . 
因此 我 们 要 考虑 始 态 (6. 105) 中 如 下 一 部 分 波 函 数 . 

Cy? EL kirap) Yr (Op ,pp) (6. 106) 


对 于 磁 撞 的 贡献 .在 rip 很 大 时 ,利用 贝 塞 尔 函 数 的 渐 近 展开 式 , 可 以 将 上 式 
近似 地 写 做 


l . ] 
Agi 3 r sin(kir ,bp — SOX Xp Y (Op Pp) , (6. 107) 

显然 , 它 是 球面 驻 波 的 表 式 . RITS 
k ; etrn >) oeae frane (Go ,$o) (6. 108) 

£” BQ mp mo 


代表 由 始 态 (6. 106) 式 导致 的 终 态 波 函数 在 B 和 Q 之 间距 离 很 大 时 的 渐 近 
表 式 ,其 中 xza 和 x"e 分 别 代 表 B 和 Q 的 内 部 运动 波 函数 ,它们 的 自 旋 分 别 
为 Ss 和 Sa, 它们 的 自 旋 在 第 三 轴 方向 的 分 量 分 别 是 ms 和 ma,ki EE BA 
Q 之 间 的 相对 动量 的 数值 ,9。,$。 为 方向 角 , 其余 的 符号 的 意义 是 不 需 解 释 
就 可 以 理解 的 . 如 果 我 们 选择 第 三 轴 的 方向 和 的 方向 重合 ,那么 显然 有 
0, =0,% 二 0, 因 此 


YY (0 ,8)=0 (M0). (6. 109) 
A&C. 105) 中 只 有 M=0 的 项 ,反应 的 微分 截面 就 应 该 等 于 
do -一 Gd(2o > f mm (Ag , fo) 9 (6. 110) 


其 中 Cr Fe All ff Oos Pos 自 旋 在 第 三 轴 方 向 的 分 量 Ma sMpsMps™Me ERKAK 
数 , 对 角 分 布设 有 影响 . 假使 始 态 中 的 粒子 A 和 PP 是 非 极 化 的 ,那么 平均 微 
分 截面 束 应 该 是 


dg = dN Y. 


(2S, +1) (2Sp +1) , (6,111) 


ma Mp 
m m 


上 式 中 的 dRo 代表 放出 的 粒子 Q 的 运动 方向 所 张 的 立体 角 元 . 
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现在 我 们 讨论 运动 规律 对 于 旋转 的 不 变性 对 反应 中 产生 的 粒子 的 角 分 
布 的 影响 . 我 们 令 整 个 物理 系统 作 一 个 旋转 g ,那么 始 态 波 函 数 就 变 为 


Dd, LLP, Brg) YY Ospe) DA, Dor, Dum» (6.112) 
mM, +My M 


mp 


其 中 Ss, DS n M DYw 分 别 为 旋转 群 的 不 可 约 表示 Ds, ,Ds, D, 和 旋转 


g 相应 的 窍 阵 元 . 由 于 物理 规律 对 于 旋转 的 不 变性 ,和 (6.112) 式 相应 的 终 态 


ir ehe S) >) rey tesmane™ Oat, Do, > (6.113) 


B “QQ 
Mpg mp» mo 


其 中 (bo ,go) 是 由 (ba ,po) 表 示 的 方向 在 旋转 之 后 所 取 的 方向 的 角度 . 另 一 方 


面 ,由 于 人 群 定 诅 方程 是 线性 方程 ,因此 由 始 态 (6. 112) 式 所 导致 的 终 态 应 该 
具有 如 下 的 形式 : 


BQ m, smp M mp» mo 
(6. 114) 
(6,115) 
(6.116) 
De 
mog 
(6.117) 
由 此 可 以 看 出 , 表 式 fw"mP 在 旋转 中 按照 乘积 表示 
Ds, X Ds, X Dr X Ds, X Ds, (6. 118) 


变换 . 
为 了 讨论 (6.111) 式 所 给 出 的 反应 中 产生 的 粒子 的 角 分 布 , 我 们 讨论 表 
式 
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I 0,6) = >) | CO 及 | frame 8) 6.119) 


Ma Mp? 
771 9 M 


在 旋转 中 的 变换 方式 .利用 (6. 116) 和 (6. 117) 式 ,可 以 得 到 (6. 119) REE 
枝 之 后 所 变换 成 的 表 式 


S S L* mS, So Sh Sp L Sp ` So 
x Dahm, P im, MMP ntm, mime P mim, P mim > MPM Ds P rem 
一 人 iDwwDarwT O8) (6. 120) 
rv 
这 就 说 明 , 表 式 (0,$) 按 照 乘积 表示 
D, X D, (6.121) 


的 特殊 情况 下 ， (6. 120) 式 成 为 


I’ (06,80) = 2, Dw Dr I™ (85 $0). (6. 122) 
我 们 考虑 一 个 物理 系统 绕 第 三 铀 转 一 个 角度 a, 那 么 就 有 
a= bos po 二 加 一 a， (6. 123) 
在 这 种 情况 之 下 ,我 们 有 
Dy, = òm, > (6. 124) 
因此 得 
I” Oas $o — a) = I” (0, ,$0). (6.125) 


LE FA THA bo 无关 ,这 在 物理 上 看 来 是 显然 的 ,因为 并 没有 测量 反 
应 中 粒子 的 极 化 ,整个 系统 对 于 绕 k; 的 旋转 完全 对 称 . 


假使 我 们 令 旋 转 是 绕 第 二 轴 旋 转 一 个 角度 0, 那么 在 9, 二 0,$, 二 0 时 , 相 


Diu (0,0,0) = 元 Yr (9,0), (6. 128) 
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我 们 有 


I (0,n) = DY (6,0) YY (0,0) TY (0,0). (6. 129) 


TES 
可 以 将 上 式 进一步 简化 ,考虑 到 公式 
Dy} ve (905) Di w, (0p) =») (J,J.M,M, JM = M, +M, ) Diya (p05) 


J 
x (JM =M’ +M,’ 1J,M,"M,’) 


(6. 130) 


以 及 公式 
DŁ, (0,0,0) = (— 1)“D} (0050); (6. 131) 
我 们 有 


DŁ, (0,0,0) Dey, (0,0,0) 
— (= 1)™“DE mo (05050) Dr (0,0,0) 


J,M —M)DI -m.o (0250) (JO | LL00) 


2L A , 
= DY 2 [57-7 (LL» — MM | J,M' — M)(TO | LL00) Y¥™ (9,0). 
(6. 132) 
将 上 式 代 入 (6. 127) 式 ,就 得 


00 TMM 
I Om) = N 1) ‘Nara (0,0) 
— M)\ 


x (LL, — MM 


)Y™™ (6,0). 
(6. 133) 


上 式 决 定 了 角 分 布 的 具体 形式 ,从 (6. 133) 式 可 以 看 出 角 分 布 的 两 个 特点 : 

C1) (BE ESR aS POR ASE A SSE L 的 态 起 作用 ,那么 将 反应 所 产 
生 的 粒子 的 角 分 布展 开 成 为 球 谐 图 数 的 堆 加 时 ,出 现 的 球 谐 果 数 的 最 高 多 
不 超过 2L. 一 般 地 说 来 ,可 以 看 出 ,如 果 在 反应 中 始 态 中 起 作用 的 最 高 轨道 
角 动 量 是 ,那么 将 角 分 布展 开 为 球 谐 了 消 数 的 全 加 时 ,出 现 的 球 谐 函 数 的 最 
高 阶 不 超过 2J. 
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(LiL:00 | L0) =0 @4L,+L,+L = 奇数 )， (6. 134) 


AY SLE (6. 133) 式 所 表示 的 角 分 布 中 只 出 现 偶 阶 的 球 谐 函数 ,这 个 特点 只 有 
在 始 态 中 仅 有 一 个 轨道 角 动 量 起 作用 时 才 存 在 . 如 果 在 始 态 中 不 只 有 一 个 
钠 遍 角 动 量 态 起 作用 ,那么 由 于 不 同 轨道 角 动 量 态 的 干涉 ,在 角 分 布 中 就 可 
能 出 现 奇 阶 的 球 谐 函 数 项 . 
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$7.1 洛 伦 北 群 


我 们 称 使 表 式 
ri 十 zs 十 zs 一 2 (7. 1) 
保持 不 变 的 齐 次 实 线 性 变换 
x= A wT, (4 = 0,1,2,3) (7.2) 
y=] 
为 洛 伦 兹 变换 . 将 (7. 2) 式 代入 (7. 1) 式 就 得 到 a,, 所 必须 满足 的 条 件 
Dag waa — Sw (usy = 0,1,2,3), (7.3) 
其 中 当 UFY AY sg 0; 
Zo =— l, gu = gz = gz = l. (7.4) 


设 以 A REA EELT a Wee G RRRA EREN g ,的 矩阵 ,那么 可 以 
将 条 件 (7. 3) 式 写 做 
AGA =G. (7.5) 


从 (7.5) 式 可 得 

(det4) = 1, (7.6) 
由 此 可 知 满足 (7.3) 式 的 变换 (7.2) 式 是 非 奇 异 的 . 以 和 A” 代表 A 的 逆 矩 阵 ， 
则 从 (7.5) 式 可 得 


mr 


A GA ”=6G, (7.7) 
这 就 说 明了 道 变 换 A 也 是 一 个 党 伦 兹 变换 . 因此 所 有 的 党 伦 效 变换 形成 一 
个 群 , 称 为 全 洛 伦 效 群 . 它 的 单位 元 素 就 是 由 四 维 单位 矩阵 所 代表 的 变换 . 
此 外 ,显然 
GGG =G, (7. 8) 


因此 G 也 代表 一 个 党 伦 兹 变换 . 从 (7.5) 式 可 得 
A=GA'G', (7.9) 
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因此 A 也 代表 一 个 洛 伦 兹 变换 . 可 以 将 矩阵 元 a,, 当做 标志 群 元 素 的 参数 ， 
但 是 这 十 六 个 参数 并 不 是 独立 的 ,它们 必须 满足 条 件 (7. 3) 式 . 由 于 条 件 
(7.3) 式 对 于 指标 y My 具有 对 称 性 ,因此 (7. 3) 式 一 共 包 括 十 个 独立 的 条 
件 ,as 中 有 六 个 参数 可 以 独立 变化 ,因此 洛 伦 兹 群 是 一 个 参数 群 , 它 的 群 元 
系 是 由 六 个 独立 的 参数 所 标志 的 . 
在 p=v=-0 时 ,条 件 (7.3) 可 以 写 做 

aio 十 az ta, 一 a = l, (7.10) 
因此 有 ao 之 1. 可 以 将 洛 伦 效 变换 分 为 二 类 : 第 一 类 变换 中 ao, 宇 1; 在 另 一 
类 中 au 委 一 1. 我 们 称 满足 条 件 

Ay > 1 (7.11) 

HI 16 2% BE RA MB ENT PS EAE. 可 以 证 明 , 所 有 的 顺 时 洛 伦 兹 变换 形成 一 
个 全 党 伦 兹 群 的 子 群 , 称 为 顺 时 洛 伦 兹 群 . 设 


X= X apt L= Ybr, (7. 12) 
是 两 个 顺 时 洛 伦 兹 变换 ,那么 它们 的 乘积 变换 就 是 


£, = > Cpa, 9 
(7,13) 
Cy = >) 0 py 
考虑 到 
(aolpio + aozbz + ao3bz0)? < (ao tag, + abs) C +b E), 
(7.14) 
又 考虑 到 (7. 10) 式 以 及 4 也 是 一 个 洛 伦 效 变换 ,有 
ao 十 ao 十 at <a, OF +6, +8, <b, 
因此 得 
| avı bio + aoa bzo + Ao3 bay | < py boo. (7.15) 


从 (7.15) 式 可 以 得 
Coo = Qoobo0o 十 aolp 十 ap F aobo > 0， (7.16) 
再 考虑 到 (7. 10) 式 ,就 必须 有 
ci > l. (7.17) 
这 说 明 , PAASI T 2 E 2% E BR BY) FAR AR 5 I E — SIT PR E BK ER E EK 
PP EN) FA Aa OU Be E PR E I KEARE R. 从 (7.16) 式 还 可 以 看 出 ,如 果 有 A 和 A 是 
顺 时 洛 伦 兹 变换 ,B 不 是 顺 时 洛 伦 兹 变换 , 亦 即 
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ao = l, pb 和 一 1， (7.18) 
那么 它们 的 乘积 变换 C 一 定 也 不 是 顺 时 洛 伦 兹 变换 , 亦 即 
Co Kl. (7.19) 
考虑 到 
AA = I, (7. 20) 


因此 如 采 A EN EN 2 E 2K Ee, ABA E BY) aoe aE Pe E, — E E IE 2K e BK? 
XUE T Pir ar ENT 2% 6 2K ERIE PE. 

根据 (7.6) 式 又 可 以 将 顺 时 洛 伦 兹 变换 分 为 两 类 .: 在 一 类 中 det A=1; 
在 另 一 类 中 det A=—1. 我 们 称 满足 条 件 

det A = 1 (7.21) 

HY MBL ERY 2 VE 2% AE PRON TEV ESKER. 显然 ,所 有 的 正 洛 伦 兹 变换 形成 顺 时 洛 
伦 北 群 的 一 个 子 群 , 称 为 正 洛 伦 兹 群 . 

我 们 将 zi ,zz ,zs 理解 为 空间 坐标 ,zo 理解 为 时 间 坐 标 , 不 难看 出 , 顺 时 
治 伦 效 变换 不 会 改变 ze WAS. 更 具体 地 说 ,如 果 原 来 有 


~ 


to >r>0, r=Vzi 二 zz 二 zi) (7. 22) 
在 顺 时 党 伦 效 变 换 以 后 有 
Lo = anZl 十 az 十 az 十 azi > O. (7.23) 
(7.23) 式 的 证 明 是 显然 的 ,因为 如 果 令 
a =Vaon + aoz + aos » (7. 24) 
那么 根据 (7.10) 式 ,一 方面 显然 有 
Ay > as (7. 25) 
万 一 方面 又 有 
| Ay) Ly + App Xp 十 az |< ar. (7. 26) 


MA CT. 22), (7. 24), C7. 25) A C7. 26) 式 立刻 可 以 得 到 (7. 23) 式 .因此 顺 时 洛 
伦 殖 变换 不 可 能 将 过 去 变 为 将 来 ,也 不 会 将 将 来 变 为 过 去 ; 顺 时 洛 伦 效 群 不 
包含 时 间 反 演 的 变换 . 与 此 相似 ,可 以 证 明 , 正 洛 伦 效 群 既 不 包含 时 间 反 演 
变换 ,也 不 包含 空间 反射 变换 . 


$7.2 正 洛 伦 兹 群 的 无 穷 小 变换 


我 们 以 符号 Li 代表 正 洛 伦 效 群 , 由 于 群 L: 是 连续 参数 群 ,我 们 先 寻 求 
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它 的 无 穷 小 变换 及 其 对 易 关 系 , 以 便于 寻求 群 L 的 所 有 可 微分 的 有 限 维 的 
不 可 约 表 示 . 在 上 节 中 已 经 证 明 , 正 洛 伦 兹 群 的 元 素 可 以 由 六 个 相互 独立 的 
参数 来 标志 . 为 了 确定 无 穷 小 变换 ,首先 得 选 定 相应 的 参数 . 从 一 个 惯性 坐 
标 系 到 为 一 个 惯性 坐标 系 的 正 洛 伦 兹 变换 决定 于 : 

D 两 个 坐标 系 的 相对 方 同 

(2) 两 个 坐标 系 的 相对 速度 . 

因此 一 个 正治 伦 效 变换 包括 两 个 因素 : 一 个 因素 是 坐标 的 旋转 ,使 第 一 
个 坐标 的 方 问 旋转 到 和 第 二 个 坐标 相 一 致 的 方向 ,第 二 个 因素 是 使 第 二 个 
坐标 系 相 对 于 第 一 个 坐标 系 具 有 一 定 的 速度 . 由 此 我 们 选择 
作为 标志 群 Li 的 元 素 的 参数 ,其 中 a ,az ,as 标志 将 第 一 个 坐标 系 旋转 到 和 
第 二 个 坐标 系 的 方向 相 一 致 的 旋转 ;vi ,vs ,vs 则 是 第 二 个 坐标 系 相 对 于 第 一 
个 坐标 系 的 速度 . 和 以 前 一 样 ,我 们 以 符号 I 了, Ti ,Ts 来 分 别 标志 相应 于 参数 
a saz yas 的 无 穷 小 变换 ;此 外 以 符号 Ki, K: K 分 别 标志 和 参数 vi ,wv 9 U3 
相应 的 无 穷 小 变换 . 

为 了 寻求 无 穷 小 变换 的 对 易 关 系 , 我 们 应 用 熟知 的 四 维 闵可夫 斯 基 疝 
量 的 涪 伦 效 变 换 ， 


L o doo Qo Qoz 403 Lo 

/ 
之 1 Ain Qai Gyn 413 Lı 

J 一 一 者 (7. 27 ) 
T? Ao, 42; G22 423 | |T; 


£, Us0 43; G32 433) (T3 
寻求 了, Ti,T 的 方法 和 讨论 旋转 群 的 无 穷 小 表示 时 所 应 用 的 方法 相似 . 考 
虑 (7.27) 式 中 的 表示 是 四 维 的 ,而 不 是 二 维 的 ,同时 考虑 到 在 目前 所 讨论 的 
诈 转 不 是 物理 系统 而 是 坐标 系统 ,我们 有 


0 Q Q Q 0 0 O Q 
QO Q Q Q 0 0 0 一 ] 
l = 9 I, = 9 
U 0 Q ] 0 0 0 Q 
0 0 一 上 0 O 1 0 0 
(7.28) 
Q Q QO 0 
Q Q 1 0 
I, = e 
0 一 上 0 0 
Q Q QO 0 


0 0 
l—v l—v 
— y 1 
A, — 了 7 0 0 。 (7. 29) 
] —v l—v 
0 0 ] 0 
0 0 O |] 


将 (7. 29) 式 对 v 微 分 以 后 令 v=0, 就 可 以 得 到 K, ,用 相似 的 方法 可 以 求 得 
K, 和 Ks, ,这 样 就 有 


U 一 上 0 0 0 0 一 上 0 
一 上 | 0 0 0 0 0 0 OV 
K, = 9 K, = 9 
Q U 0 Q 一 上 00 0 
Q U 0 0 0 0 0 0 
(7. 30) 
0 0 0 一 | 
0 0 0 0 
K, = 
0 0 O 0 
—1] 0 0 0 


从 (7. 28) 和 (7. 30) 式 可 以 得 到 如 下 的 对 易 关 系 : 
[I,,I, |=—I;, [L.L |]=—, [1,,I, |=— I, 
[| K,,K,|]=1;, [K:,K;]= L, [K;3,K, | 一 三 ， 
[l,,K, j= [1,,K, |= [1;,K, |=0, (7, 31) 
|I,,K, |=—K;, [I,,K; |=—K,, [L,K, ]=—K:, 
L.K; |= K,, [I,.,K, |= K;, [1,K, |= K, 
为 了 讨论 方便 ,我 们 引进 如 下 的 算 符 


A, =—+(, —1K,;) 9 
(7, 32) 
B. =— >C, 4+iK,) G=1,2,3), 


它们 具有 如 下 的 简单 的 对 易 关系 ， 
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Ai;(i 二 1,2,3) 之 间 的 对 易 关 系 和 旋转 群 的 无 穷 小 算 伯 之 间 的 对 易 关 系 完 全 
一 样 ,B;(j 二 1,2,3) 之 间 的 对 易 关 系 也 和 旋转 群 的 无 穷 小 算 付 之 间 的 对 易 关 
系 完全 一 样 ;A; AB; 之 间 可 以 相互 对 易 . 


$7.3 EXE Li 的 有 限 维 的 不 可 约 表示 


由 于 对 易 关 系 (7. 33) 式 和 旋转 群 的 无 穷 小 算 符 之 间 的 对 易 关 系 相 像 ， 
可 以 运用 寻求 旋转 群 的 不 可 约 表示 的 方法 来 寻求 正 洛 伦 兹 群 的 不 可 约 表 
示 . 为 此 我 们 引进 算 符 
A=i1(Aj 二 +1A,),， A_=i(A, —iA,), A, = 1A,, 
B = 108, +18,), B_=1(B, —1B,), B, = 1B,;, | 


(7, 34) 
它们 满足 以 下 的 对 易 关 系 : 
[As A+ = A}, | By, By, |= B+, 
A,A- |=—A_, B,,B_ |=— B_, 
en 2Ao; a 2B, r. 89) 
[A;,B; |= 0. 


设 空 间 尺 给 出 群 工 : 的 一 个 有 限 维 的 不 可 约 表 示 . KA 在 空间 R 中 的 最 大 
本 征 值 是 Vj 是 一 个 相应 的 本 征 矢 量 ,那么 利用 算 符 A- 连续 作用 在 VV 
上 ,经 过 归 一 化 ,可 以 得 到 一 系列 A。 的 归 一 化 的 本 征 矢 量 
Vu (J>M>—J), | (7. 36) 
它们 的 相应 本 征 值 是 M, 它 们 生成 一 个 对 于 A;(i= 二 十 ,一 ,0) 不 变 的 子 空 间 . 
此 外 ,由 于 B;(j 二 十 ,一 ,0) 和 A; 可 以 对 易 , 所 有 A 的 本 征 值 等 于 J 的 矢量 
形成 一 个 对 于 Bi 不 变 的 子 空间 ,在 这 一 个 子 空间 中 可 以 找到 一 系列 天 量 
Vm (J >M 二 一 厂 )， (7. 37) 
它们 是 算 符 Bo 的 本 征 矢量 ,相应 的 本 征 值 是 M .利用 A- 作用 在 (7. 37) 中 


的 矢量 上 ,我 们 可 以 得 到 一 套 (2J 十 1) (2J 十 1) 个 矢量 
Vw JSM>-J, J >M >-J’), (7. 38) 


它们 在 归 一 化 以 后 在 4 和 B; 的 作用 下 按 如 下 方式 变换 : 
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A- Vm =V CFM) — M+ Vy we » (7, 39a) 


B+ Vw SVI —M) 十 M +1 Vag was» 


=V J +M J -M FDV uus (7. 39b) 

BV uiw = MV ww; 
(7.38) 中 的 矢量 生 成 R 中 一 个 对 于 群 L; 的 无 穷 小 变换 A MB, 不 变 的 子 
空间 ,因此 给 出 群 Li 的 一 个 表示 . 用 讨论 旋转 群 的 不 可 约 表 示 时 所 用 的 方 
法 可 以 证 明 ， ened 小 表示 算 符 (7. 39a,b) 式 所 给 出 的 群 Li 的 大 未 是 个 可 


部 空 i R, Ñ (7. 39) 式 给 出 的 表示 就 是 空间 R 所 给 出 的 不 可 约 表示 . 这 样 我 
们 束 得 到 了 正 洛 伦 兹 群 所 有 可 能 的 有 限 维 的 可 微分 的 不 可 约 表示 . 我 们 以 
符号 Dy AREH. 39a,b) 式 所 确定 的 正 洛 伦 效 群 的 不 可 约 表 示 ,一 个 正 洛 
伦 效 群 的 不 可 约 表示 可 以 由 一 对 数 (J ,J 了 ) 来 标志 ,J 和 J 都 可 以 取 正 整数 、 
半 正 整数 或 零 . 

正治 伦 效 群 唯 一 的 一 维 表示 就 是 单位 表示 D,, , 它 有 两 个 不 等 价 的 二 维 
不 可 约 表示 D, 和 Di”. 我 们 以 符号 


“一 V u= Va (7. 40) 
代表 表示 D， 的 基 矢 ;以 符号 
| SV TV (7.41) 
代表 表示 D,; 的 基 矢 ,那么 显然 可 见 下 列表 式 
S | ve yy eat Mol v (7,42) 


可 以 作为 表示 Dir 的 一 套 基 矢 ,它们 的 变换 方式 和 Var 的 变换 方式 一 样 . 从 
(7. 42) 式 可 以 看 出 ,表示 Dy 和 表示 Dy 的 乘积 表示 就 是 不 可 约 表示 D 
不 难看 出 不 可 约 表示 Dj ,和 Di ,的 乘积 表示 Di 。X Di ,可 以 分 解 为 如 下 的 
一 系列 不 可 约 表示 之 和 | 


D ”为 了 表述 简洁 ,有 时 略 去 下 角 标 之 间 的 逗号 ,例如 ; Di 二 D。,_1. 


2 
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J +J, 
D; o X Dyo — >> Dis (7. 43) 
J= | J-J, | 
同样 地 可 以 证 明 
Jito 
Dy, X Dy, = >}, Du. (7. 44) 
J= | JJ, | 
若 
Vio Vio Vw Ji >M, >— Ji; J: > Mp >- J: J] >M >- J) 
(7. 45) 
分 别 为 表示 Dj 。, Dj 。 和 Dj, 的 基 矢 ,那么 显然 有 
Vio = dy VaioVi (JJ MM | JM), (7. 46) 
Mı tM, =M 
与 此 相似 , 若 
Vom Vos Vom Ji >M >- Ji; J: >M, >- J: J] >M >- J) 
(7.47) 
分 别 为 (7. 44) 式 中 不 可 约 表 示 Do, Doz, 和 Do WER ABA RA 
Vou = 和 Vo Von, (J1J: MM; | JM), (7. 48) 


不 难看 出 ,不 可 约 表示 Dj M D) y 的 乘积 表示 可 以 分 解 为 如 下 的 一 系列 不 
可 约 表示 之 和 : 


J+J, 万 十 7 


D; y x D; y, — > » Dy. (7. 49) 
J= | JoJ | = | J17; | 


右 (7.49) 式 中 的 不 可 约 表 示 D; r Dzy M Dy RIRA TF ER 
Ulio Vaio Wim 
Jı: >M, >-Ji, J: >M, ž>— Jo JEMe—], 
Jı> M>- Ji; J2>M2.>—-J2, J >M >—J’), (7.50) 
那么 它们 之 则 存在 着 如 下 的 关系 : 
Wm = >) >) Ud Vg (JıJ:-M,M, | JM) 


M,+M,=M M+M,=M 
f 
) 


Ut ie Vile = > ,Wi (J ‚M = M, +M: J1J:M:M;) 
JJ’ 


x (Ji JMM; 


x (J',M = M+M| TJ MM,). (7. 51) 
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设 六 二 六 ,六 三 六 ,那么 在 乘积 表示 中 就 包含 着 单位 表示 Du ,这 个 单位 表示 
的 基 和 拓 是 


M; ,Mi 
(7. 52) 
考虑 到 (7. 52) 式 的 克 莱 布 施 - 戈 登 系数 ,可 知 表示 
SD Uwe (7. 53) 


MM 
PETE TE OEE 中 是 不 变量 . 


(7. 54) 
分 别 为 空 
(7. 55) 
就 是 乘积 空间 R 中 的 一 一 个 矢量 ,可 以 将 d 表达 为 如 下 的 表示 : 
d= X, diuWim. (7. 56) 
J>J’,M,M 
将 (7. 51) 式 代入 (7. 55) 式 ,再 和 (7. 56) 式 比较 ,就 得 到 
di, = >. ») (JM Ji J2M,M,) 
M,+M,=M M tM, =M 
TM’ | J'n JMM, yon ie te (7. 57) 
Bw Ii=J2Ji=J2 BARA 
do = Dy (00 | JıJıMı, — M1) (00 | Ji TMi» — Mi) Bakke cm 
(7. 58) 
因此 表示 
DC DM oe Ym (7. 59) 
M,M 
在 正 洛 伦 兹 变换 中 是 不 变量 


3 7.4 不 可 约 表 示 Dj 作为 旋转 群 的 表示 


由 于 旋 苇 群 是 正 洛 伦 效 群 的 子 群 ,因此 正 洛 伦 兹 群 的 表示 也 是 旋转 群 
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的 表示 .有 兴趣 的 问题 是 正 洛 伦 兹 群 的 不 可 约 表示 Dy TEA Te Fe BF BY ZEN FE 
不 是 可 约 的 . 如 果 是 可 约 的 ,那么 它 可 以 分 解 为 那些 旋转 群 的 不 可 约 表 示 . 
我 们 先 考 虑 表示 Dy , 它 具 有 基 拓 


Vin J>M>—J)., (7. 60) 
从 (7. 39b) 可 以 知道 ,在 这 个 表示 中 无 穷 小 变换 
B, = B_ = Bo = Q, (7. 61) 


从 (7.34) 和 (7.32) 式 可 以 知道 ,在 了 二 一 iK; 的 情况 下 

A; =— I; GY =1,2,3), (7.62) 
因此 A; 等 同 于 旋转 群 的 无 穷 小 算 符 . (7. 62) 式 右 方 的 负 号 是 由 于 我 们 在 讨 
论 正 洛 伦 效 群 时 考虑 了 坐标 的 旋转 和 移动 ,而 不 是 考虑 了 物理 系统 的 旋转 
和 移动 而 产生 的 .考虑 了 (7. 39a) 式 就 可 以 知道 ,以 (7.60) 式 作为 基 天 的 空间 
给 出 旋转 群 的 不 可 表示 Dj. 同样 可 以 证 明 , 正 洛 伦 兹 群 的 不 可 约 表 示 Dor 给 
出 旋转 群 的 不 可 约 表示 Dy. 由 于 Dr X Dor = Dy ,因此 正 洛 伦 效 群 给 出 的 
旋转 群 的 表示 


D, xX Dy -一 2 Dj. (7. 63) 


可 以 立刻 看 出 ,如 果 J 十 本 是 整数 ,那么 Dir ta h E A e 2 E FAI 
示 ,因为 在 这 样 的 情况 下 , 和 群 的 单位 元 素 相 应 的 只 有 单位 和 矩阵 ;但 是 如 采 
J+J 是 半 整 数 ,那么 Di 是 正 洛 伦 兹 群 的 一 个 双 值 表 示 ， 因 为 在 这 梓 的 情 交 下 
和 群 的 单位 元 素 相 应 有 二 个 矩阵 ,一 个 是 单位 矩阵 ,一 个 是 负 的 单位 矩阵 . 


设 群 g 有 一 个 表示 D , 它 的 元 素 a 相应 的 变换 和 矩阵 是 4 ABA GIR A 的 
复 共 斩 和 矩阵 4* 也 和 群 元 素 a 相应 ,我 们 就 得 到 群 g 的 又 一 个 表示 , 称 为 与 表 
示 D 相互 复 共 罗 的 表示 ,并 以 符号 D* 代表 之 . 我 们 讨论 与 正 洛 伦 效 群 的 不 
可 约 表 示 Dy, 相 复 共 轿 的 表示 Dj, WY EM. 

由 于 我 们 所 选择 的 群 参数 a; ,v (j= 二 1,2,3) 是 实数 ,因此 相互 复 共 绒 表 
示 的 相应 的 无 穷 小 变换 应 次 相互 复 基 tHE. BA 


Fern B tke em Dyr 的 和 参数 a; ,v;(j 二 1,2， DERHEN 小 变换 ， 那么 就 有 
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I, = jo’ K, = jo’ (7 65) 
L; AK; 服从 和 (7, 31) 式 相同 的 对 易 关 系 .引进 
A, =- > (İ, —ıkK,), 
(J -一 ]， 23) ， (7.66) 
B, =— =U; +ik,) 
那么 显然 有 
A, — Dj; ， B, -一 9512,3), (7 67) 


A, =— B 9 A_=— B? 9 Å, 一 一 B, 9 
| | a 
B, =— — 9 B- 一 一 人” 9 Bo 一 一 A, 9 
CE 们 满足 如 下 的 对 易 关 系 

| Ao ,A,]= Á}, | Bo» By |= B+, 
TA A- ]=— Å, "B, ,B-]=— B, 

, . (7.70) 
| A, ,A_ 一 一 ZA» 9 | By , B- |= 2 Bo 9 
| A ,B; ]= 《z ，7 =+,—,0) 


(7.69) 式 可 以 得 到 如 下 的 关系 : 
At Vw =v] FM) -M F DV umi., 
A Vw =v] — MY FM EDV ue + (7. Tla) 
A Vui =— M'Y w ， 
B; Vm =—vJ FMJ -MF DV» 


B- -Yw =—/J -MO FMF DV mer ws (7. 71b) 
Bo V w =— MV w 9 
(7. TI) ait S RIERA D5, 的 无 穷 小 变换 的 具体 形式 . 可 以 证 明 , 复 共 
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BAAN Diy MAF ARRAN Dy SO. 为 此 我 们 引进 新 的 基 矢 
Unm (J >M >=] >M>-)]), (7,72) 


进行 如 下 的 坐标 又 


Sh 
Vine = (— 17MM w m> (7.73) 
将 (7.73) 式 代入 (7.71) 式 ， 我 们 就 得 到 如 下 的 BRA : 
As Uum 一 VCJ 一 MD)C HM 4+ 2U wim: 


(7, 74a) 


AU wa -一 M Uwm 9 
B, Uum =VJ -M J FMF DU ma, 
B_ Uwm =/J FM J +M+1Uy oi (7. 74b) 


BU wm = M Umm» 


比较 (7.74) 和 (7. 39) 式 ,就 可 以 看 出 ,表示 Dy, MEHRA Dy, SH. 
Dy; ~Dyy. 
以 不 可 约 表示 D, WISER DI 为 例 , 我 们 以 符号 


ul = V, 9 u? = V 1 (7,75) 


代表 复 共 罗 表示 Di, 的 基 矢 ,那么 从 (7.73) 式 可 以 看 出 ,(v! ,wv?) 的 变换 方 


式 和 不 可 约 表示 D, ;的 基 矢 (一 v ;,v ;) 的 变换 方式 一 样 . 再 以 不 可 约 表示 
D ,的 复 共 Cn Fe AN D, 1 BA 我 们 以 符号 


V1 = Vo v,=V, (7. 76) 


0—7 


NA FEE Di 的 基 天 ,那么 从 (7 73) 式 可 以 看 出 (v1,v;) 的 变换 方式 
和 不 可 约 表 示 D HÆR ;一 UW ) 的 变换 方式 一 样 . 
我 们 称 表示 Di ARERR KR, 中 的 天 量 


a u + au’ (7.77) 


为 一 阶 的 放量 9 (a, a, 为 这 个 旋 量 的 分 量 . ty Ca, sa ) 9 (b, ,0, ) 为 两 个 一 阶 旋 
量 ,那么 根据 式 (7. 59) 可 知 表 式 
a,b, — azb; (7.78) 


在 一 个 标量 ,在 正治 伦 效 变换 中 体 持 不 变 . TERRE Di 等 价 于 表示 
D1 ,因此 空间 Ri 也 给 出 表示 Di 4; 避 以 将 (7. 77) 式 中 的 矢量 表达 为 
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a vi 十 a v,. (7.79) 
由 于 (vi ,Vv ) 的 变换 方式 和 (wi ,一 wi ) 一 样 , 因 此 有 
a =a, a =— a, (7. 80) 
可 以 将 (7. 80) 式 合并 写 做 
a” = Siera, (r= 1,2), (7.81) 
其 中 ec” FE T Sil Fh RE 
(er) = | i | (7. 82) 
—1 0 
的 矩阵 元 . (7. 81) 式 的 道 是 
a, = Yjena’ (r= 1,2), (7. 83) 
P ens TJI Fa pE 
Cen) = ( B ) (7. 84) 
1 0 
的 矩阵 元 .从 (7.79) 和 (7. 80) 式 可 知 , 表 式 
dab" (7. 85) 


是 不 变量 ,因此 我 们 也 称 (a， ,a ) 为 旋 量 的 协 变 分 量 ， 或 简称 为 协 变 旋 量 ; 称 
(a ,a  ) 为 旋 量 的 逆 变 分 量 ,或 简称 为 道 变 旋 量 . 


我 们 称 复 共 斩 表 示 Di 的 空 STAIR ,中 的 天 量 


aju! + a,u’ (7. 86) 
7 — Bt 32 FE PEE HE » Ca; ,a， ) 为 其 协 变 分 量 . HP SGN Di 等 价 于 不 可 
约 表示 D,1 ,所 以 可 以 将 (7. 86) 式 中 的 复 共 轰 旋 量 表达 为 

a Vit atn, (7. 87) 


我 们 称 (a! s) Hy SFG HE ANE. 由 于 (wl ,局 ) 的 变换 方式 和 (一 v, ,v. ) 


Qa” — ») es Qe ， 
p= hee (r=1,2), | (7. 88) 
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(7.59) 式 就 有 如 下 的 不 变量 ， 


ab? —a?b' = S\a,0". (7. 89) 
r=1,2 
可 以 将 (7.85) 和 (7. 89) RIM LAP” FE , 设 
Vow J >M>-J,J >M >IT’) (7. 90) 


分 别 为 不 可 约 表示 Dy MERHER D ;的 基 矢 ,那么 从 (7.53) 和 (7.73) 式 
可 以 知道 , 表 式 


> Vim Viim (7. 91) 
M,M 
在 正 洛 伦 效 变换 中 是 一 个 不 变量 . 设 
> Cum Vine (7. 92) 
M,M 
是 表示 D,, > A) P ARE Ww 
X imum View (7. 93) 
M,M 
je Rte ea Ds 空间 中 的 矢量 ,那么 表 式 
J J 
») ») C MME mw’ (7. 94) 


Cr, (r,s = 1,2) (7.95) 
在 正治 伦 效 变换 中 的 变换 方式 和 a,b, 的 变换 方式 一 样 ,那么 我 们 称 (7. 95) 
中 的 一 组 量 为 二 阶 协 变 旋 量 . wa, ,a,) Cb; ,6b; ) 为 一 阶 复 共 恩 协 变 旋 量 , 有 
一 组 量 

Cre (res = 1,2) (7. 96) 
在 正 洛 伦 效 变换 中 的 变换 方式 和 a; 6b 的 变换 方式 一 样 ,那么 我 们 称 (7. 96) 
中 的 一 组 量 为 二 阶 复 共 轿 协 变 旋 量 . 如 果 有 一 组 量 

Cre (r,s = 1,2) (7.97) 
在 正治 伦 效 变换 中 的 变换 方式 和 a,b, 的 变换 方式 一 样 ,那么 我 们 称 (7. 97) 


中 的 一 组 量 为 二 阶 混合 协 变 旋 量 . 不 难 定 义 和 (7. 95) ,(7. 96) , (7. 97) 相 应 的 二 
Sit wee AS Whe et 


d” ,d's d”, (7.98) 
AR XE WE BA , 表 式 
p2 eed. (7.99) 
s =1,2 
的 变换 方式 和 d AY AB RTT . 样 RA 
2e” e's dp, Pye” dr (7.100) 


的 变换 方式 和 d” 和 ad” 变换 方式 一 样 . 可 以 看 出 ， RA 


(7.101) 


(7. 102) 


它们 在 正 洛 伦 兹 变换 中 不 变 ， 因此 可 以 将 e ,es 96 yery 当做 二 阶 旋 量 . 不 难 


看 出 表 式 
2 a'b,,， p2 a,b” (7.103) 
的 变换 方式 和 6b, LA RR ob 的 变换 方式 一 Be, 此 外 从 (7 82) 和 (7. 84) 式 可 得 
Ja ”一 一 > a’b,, (7.104) 
因此 有 | | 
p2 aa" = (7.105) 
与 此 相似 ,可 以 证 明 ， 对 于 任何 三 个 一 阶 诈 量 有 
») (a’b,c, + a,b,c’ +a,b’c,}= 0. (7. 106) 


r=1,2 


证 明 如 下 : 如 果 旋 量 a,,b,.c, 彼此 只 相差 一 个 数字 因子 ,因此 相互 平行 , 那 
么 从 (7. 105) 式 ,可 以 立刻 得 到 (7. 106) 式 ;如 果 a,,b,,c, 中 有 两 个 线性 无 关 
的 旋 量 ,例如 a, Alb, 线性 无 关 , 那 么 如 果 以 符号 d,(s 二 1,2) 代 表 (7. 106) 式 
左 方 的 表达 式 , 就 有 


aed. = 0, ded. = 0, (7. 107) 


从 (7. 107) 式 中 的 两 个 式 子 ， 就 立刻 得 到 (7 106) x. 
我 们 引入 如 下 的 旋 量 的 一 般 定义 : 设 
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为 一 套 一 阶 旋 量 , 有 一 组 量 


qe (LaSo tte EUV Wott TY — 1,2) (7. 108) 
在 正 洛 伦 效 交换 中 的 变换 方式 和 
a,b, g; hi d'e” +k? 1 (7. 109) 


一 梓 ,那么 我 们 称 47. 108) 式 中 的 一 组 量 为 旋 量 . 如 果 表 式 (7. 108) P E FER 
人 符 的 数目 一 共 2 个 ,那么 我 们 称 这 个 旋 量 是 2 阶 的 .例如 an, EPA BY 
旋 量 . 可 以 从 两 个 旋 量 相 科 得 到 男 一 个 旋 量 . 例如 : 

im = alp b”, (7. 110) 
这 和 是 一 个 七 阶 旋 量 , 它 是 由 一 个 三 阶 旋 量 和 一 个 四 阶 旋 量 相 乘 而 得 到 的 . 也 
可 以 从 一 个 阶 数 比较 高 的 旋 量 得 到 一 个 阶 数 比 较 低 的 旋 量 . 例如 


Der’ = dr (7. 111) 


束 是 一 个 三 阶 旋 量 , 它 是 从 一 个 五 阶 旋 量 产 生出 来 的 . 令 这 个 五 阶 旋 量 的 一 
对 上 标 符 和 下 标 符 取 相 同 的 数值 ~", 并 对 > 求 和 就 得 到 一 个 三 阶 旋 量 . 这 种 
从 高 阶 旋 量 做 出 低 阶 旋 量 的 方法 叫做 “ 短 缩 ” 的 方法 . 这 种 短 缩 方法 也 可 以 
FA ir AY TR ee SZ SEE eB FF. 

可 以 证 明 ,四 维 不 可 约 表 示 D1. 等 价 于 四 维 头 可 夫 斯 基 四 量 空间 给 出 
的 正 洛 伦 效 群 的 表示 (7. 27). 从 (7. 28) ,(7. 30),(7. 32) 和 (7. 34) 式 可 以 立 
刻 得 到 如 下 的 四 维和 拓 量 空间 给 出 的 正 洛 伦 效 群 的 表示 的 无 穷 小 变换 算 符 ， 


O l 1 Q 0 一 ] —ı 0 
4A 一 工 ] 0 0 一 | p17! 0 U — l1 
o 2ļji o 0 =i 21-i 0 0 =i)’ 
O l 1 0 O Ji 1 O 
0 1 一 1 0 0 一 ] 1 0 
1 | l 0 0 |] 1] | 一 | 0 0 1 
A 二 一 |, b= — , (7,112) 
2 | 一 1 0 O =i 2 | i 0 0 一 1 
U 一 1 41 Q O 一 1 1 0 
0 0 0 | Q U 0 一 ] 
110 0 一 1 0 1/90 0 一 1 0 
A= Flo i o of 2@lo i o o 
0O 0 0 0 —] 0 0 Q 
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我 们 引入 如 下 的 一 套 四 个 相互 正 交 的 归 一 化 矢量 . 


Q — | 
1 Q 
Vi, 一 + _ | 9 V, 1 一 工 
77 V2 ] 72 V2 0 
Q — ] 
(7.113) 
1 Q 
Q — ] 
V 1 1 一 4 > V 1 1 一 4 , ’ 
-47 V2 0 -777 V2 i 
— | Q 
从 (7.112) 和 (7.113) 式 可 以 得 到 如 下 的 关系 : 
Az V,i,=0, A V, ,=0, 
22 2 2 
AoV —ty,, 9 AV ， 1 — ty, 1 ， 
22 2 27 272 2 27 
A-V.,=V.ii> A- Vi SVG is 
B+ Vi, = 0, B+ Vi 1 一 Yi， 
2 2 2 2 2 2 
BV ， 1 一 iy, 9 BV ， 1 oZ iy 19 
22 2 72 27 2 777 
B-V SVa, B-V, 1 = 0, 
2 2 2 2 2 2 (7. 114) 
A+ Viii=Viis A+ V aS V1, 
2 2 2 2 2 2 2 2 
o i | 
AV ai= V os’ AV , | 二 一 一 VV 1 9 
-77 2 -t — 2-3-7 
A V 1 一 0, A- V 1 17 9 
2 2 
B, V 1 一 0, B, V ] 1 一 il? 
ji ji 
2 Pa SOV 


B-V =V., B-V ,,=0. 
(7. 114) 式 正 是 表示 Dit 的 无 穷 小 变换 算 付 必须 满足 的 关系 (7. 39a,b). 由 


于 无 穷 小 变换 算 符 决定 了 表示 的 形式 ,因此 这 就 证 明了 : 四 维 的 闵可夫 斯 基 
矢量 空间 给 出 的 正 洛 伦 兹 群 的 表示 和 不 可 约 表示 DD, , 等 价 . 令 


(7. 115) 


Ne VG EB) A) Fe ER Se A PR ER. AE SG EN Diy HY ER A A 
PSAE RMB] AY ERA AR. HT Be Di SE OTT ARR eA Di, xD, , 因 此 利 
用 (7. 40) 和 (7. 41) 式 中 的 符号 ,可 以 取 如 下 的 一 一 套 表示 D WER: 


2 2 


Vii = u'v: , Vii = U4, , 
f a | (7,116) 
V 11 = UO. ， Y_ 一 u'v, ， 
从 (7.113),(7.115) 和 (7. 116) 式 可 以 立刻 得 到 如 下 的 关系 : 
uv; = Seu,’ , (7.117) 
ALP u,,: FI A IE E RF HAE REJC: 
0 一 1 1 0 
1 |}? 0 0 一 ! 
-一 (7,118) 


Vi, Suu’, Vi —— yy), 
2 2 2 2 B (7. 119) 
V 11 = wu’, Vii —=— yy), 
它们 和 自然 基 矢 e, 之 间 有 如 下 的 关系 : 
wu’ = dieu”, (7. 120) 
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其 中 ut’ 是 下 列 么 正和 矩阵 的 和 矩阵 元 : 
10 0 1130 
1/9 1 1 Of? 1 
= | 3 (7.121) 
J2 I0 i 一 1 O |]: 2 
10 0 —1):3 


(11) (12) (21) (22) 


(7.121) 式 中 矩阵 的 行 用 标 符 pp = 051,253 标志 , 它 的 列 以 一 对 标 符 (75) 
(r,s=1,2) pik. 


1 0 3 i l 2 
a. = —(a +a’), a. = —(a'— ia’), 
11 9 12 V2 5 
. 124 
a,. — 1 op tig?y, a; — L (a? — a? ) 
2 í V2 


可 以 将 上 式 写 成 二 行 二 列 的 矩阵 形式 ,矩阵 的 行 以 符号 + 二 1,2 标志 ,和 矩阵 的 


ti | 1 
一 一 >》axg，， (7. 125) 


(7,126) 
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3 
ax = ae (7, 127) 


其 中 or EFF o, AA TH s 列 的 矩阵 元 . 可 以 将 our 当做 一 个 由 一 个 四 
维 闵 可 夫 斯 基 矢 量 和 一 个 二 阶 混合 协 变 旋 量 结合 组 成 的 量 . 在 正 洛 伦 效 变 
BRP EPRI FE y SR TAR LOSER EM MH eee 
换 的 方式 像 一 个 二 阶 混 合 协 变 旋 量 . 利用 o,r 可 以 从 闵可夫 斯 基 矢 量 和 旋 


量 得 到 其 它 的 旋 量 . 例如: 设 zx* 是 一 个 闵可夫 斯 基 矢 量 ,c: 是 一 个 一 阶 复 共 
MERE, ABA Zé sh 


b, = >, Dp LO yrs (7. 128) 
就 是 一 个 一 阶 协 变 旋 量 . ARR 。 

0? = >, eP eGo, (7. 129) 
ABA AN MEDEA: 如 果 c, 是 一 个 一 阶 协 变 旋 量 ， 表 式 

bP 一 => 和 Tg? c, (7. 130) 


Oo — Oo» 0; =— 5; (1 一 一 l, Z ， 3), (7. 131) 
AN ME UE BA , 因 可 夫 斯 基 矢 量 空间 中 的 张 量 b, (wy 一 0,1,2,3) 可 以 表达 为 一 
个 四 阶 混 合 协 变 旋 量 Crsit (rS, l p= 1,2). 


$7.7 顺 时 洛 伦 兹 群 的 表示 


顺 时 洛 伦 歼 群 是 正 洛 伦 效 群 和 空间 反射 组 成 的 群 .为 了 寻求 顺 时 洛 伦 
歼 群 所 有 的 有 限 维 表 示 , 必须 首先 确定 空间 反 演 算 符 和 算 符 A+ ,A_ ,A,， 


B+ ,B_ ‚Bo 之 间 的 对 多 关系 .在 四 维 闵可夫 斯 基 矢 量 空间 中 ,空间 反射 算 符 
P 具有 如 下 的 形式 


(7. 132) 
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从 (7.28),(7.30) 和 (7. 132) 式 可 得 


[P,L]=0, {P,K;}=0 G=1,2,3), (7. 133) 
EH {A,B}=AB+BA. 人 了 从 (7.132) 和 (7.133) 式 可 得 
PA,P 1'=B,, PB;P™” =A, G =1,2,3), (7, 134) 
从 (7.34) 和 (7. 134) 式 可 得 
PA,P” = B,, PB,P'=A, (一 十 ,一 ,0)， (7. 135) 


BL D 是 顺 时 党 伦 效 群 的 一 个 不 可 约 表 示 . 由 于 正 党 伦 兹 群 是 顺 时 洛 伦 效 群 
的 子 群 ,因此 D 也 给 出 正 洛 伦 兹 群 的 一 个 表示 ,这 个 正 洛 伦 兹 群 的 表示 中 至 
少 包含 一 个 不 可 约 表示 ,我 们 令 Dy' 代 表 这 个 正 洛 伦 效 群 的 不 可 约 表 示 , 设 给 
出 表示 D 的 空间 是 RR, 它 包含 有 一 个 于 空间 R 给 出 不 可 约 表示 Dy. > Vim 


(J] 宇 M 宇 一 J ,J 靖宇 M 宇 一 了 站) 是 空间 R 中 表示 Dy EER, FERE 
Vu = PV w (J >M>—-J,J’>M>—-J’). (7.136) 


从 (7. 39a,b),(7.135) 和 (7. 136) 式 可 得 
Ay Ve = VT MYT FM FDV ne» 


A_ V uw’ — NV (J +M )(J 一 人 十 LDV mm 9 
AV’ nr — M'V' ny 


(7. 137) 
By Vwa =V CJ -MIJ HM ++ DV’ mam» 
B- Vum =V J AMG —-M+ DV maim» 
BoV uw = MV or. 
今 
U uu = Vem > (7.138) 


ABA Umm 生成 空间 R 中 的 一 个 子 空间 R;, 它 给 出 正 洛 伦 效 群 的 一 个 不 可 约 
表示 Dr. 此 外 ,又 可 以 从 (7.132) 式 看 出 
PP =E, (7. 139) 
E 是 群 的 单位 元 素 , 也 是 正 洛 伦 兹 群 的 单位 元 素 . 因此, 如果 J 十 三 是 整数 ， 
ABA E 就 是 单位 和 矩阵; 如果 J 十 卫 是 半 整 数 ,那么 五 可 能 是 单位 矩阵 ,也 可 
能 是 仙 的 单位 矩阵 从 (7.139),(7.136) 和 (7.138) 式 可 得 
PUywm = IV ww. (7. 140) 
从 (7. 39a,b), (7. 137), (7. 136) 和 (7. 140) RAT WAH, H Vu 和 Uw 生成 
的 空间 对 于 顺 时 洛 伦 兹 群 是 不 变 的 ,因此 它 一定 等 同 于 空间 R. 
如 果 J 天 三 ,那么 正 洛 伦 效 群 的 不 可 约 表示 Dy MADARA Dy, FE 
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WV ium 和 Uw 一 定 是 线性 无 关 的 ,它们 构成 了 空间 R NABER, KA tp 
准 基 . 标准 基 矢 给 出 了 表示 D. 在 这 个 表示 中 ,空间 反射 算 和 从 的 形式 由 
(7.136),(7.138) 和 (7. 140) 式 给 出 . 如 果 J= 二 本 ,那么 可 以 证 明 Vw 和 Uv 
是 线性 相关 的 .我 们 考虑 回 量 : 

Wry =Uyy EVw (J ẹM,M >-)J), (7. 141) 
根据 (7. 39a,b) 和 (7.136) 式 ,我 们 有 


A, Wi, (J 一 M)(J +M+ DW M+1,M ? 
A Wiw “VI FM) (J -MF WE wy, 


A.W, = MWe,., 
(7. 142) 
By Ww, =/(J -MNJ +M + Ww M,M'+1 °’ 
-Wou =VI+FM)JI -M + Ww 
BW? = MW,,.. 
此 外 ,从 (7.136) ,(7. 138) 和 (7. 140) 式 又 可 得 
PW>， =tWrv- (7. 143) 


因此 ,Ww 生成 R 中 的 一 个 子 空间 尺 | Wine ERR 中 的 一 个 子 空间 RR-， 
R+ 和 下 -分 别 对 于 顺 时 洛 伦 效 群 不 变 , 但 是 ,由 于 空间 下 是 不 可 约 的 ,因此 
只 有 如 下 两 种 可 能 
RSF R,R- RASSRE; 
R_ 等 同 于 R， R, 只 le a. 
我 们 称 前 者 的 表示 为 Dy, ,后 者 的 表示 为 Dj .举例 来 说 ,Di 等 价 于 标量 
给 出 的 表示 ,而 Duo 则 等 价 于 持 标 量 给 出 的 表示 ; Dy 1 Se Ot TE R E A 28 h 


的 表示 , DY, 等 价 于 矢量 所 给 出 的 表示 . 
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$8.1 狄 拉克 波动 方程 


为 了 使 力学 规律 满足 特殊 相对 论 的 要 求 , 必 须 使 运动 方程 对 于 正 洛 伦 
北 群 具有 不 变性 . 利用 放量 分 析 和 张 量 分 析 的 数学 形式 ,可 以 使 方程 明显 具 
有 洛 伦 效 不 变性 .我 们 讨论 狄 拉 殉 提出 的 电子 所 服从 的 相对 论 性 方程 . 狄 拉 
克 看 到 薛 定 诅 波 动 方程 中 包含 对 时 间 的 一 次 微 商 , 但 是 却 包 含 了 对 空间 坐 
标的 二 次 微 商 ,也 就 是 波动 方程 对 于 时 间 和 空间 具有 很 大 的 不 对 称 性 ,因此 
不 满足 特殊 相对 论 的 要 求 . 犹 拉克 认为 ,为 了 保持 方程 的 相对 论 不 变性 , 方 
程 只 能 包含 有 对 时 间 和 对 空间 坐标 的 一 次 微 商 . 为 了 写 下 洛 伦 兹 不 变 的 波 
动 方 程 ,我 们 前 先 讨论 对 时 间 和 对 空间 坐标 的 微 商 算 符 在 洛 伦 兹 变换 中 的 
变换 性 质 . 时 间 和 空间 坐标 c (y= 二 0,1,2,3) 是 一 个 四 维 闵可夫 斯 基 矢 量 , 它 
们 在 洛 伦 兹 变换 中 的 变换 方式 是 


zw = Sia" x’, (8. 1) 
变换 系数 a 满足 如 下 的 条 件 ， 
> jE ot" a", = Bys (8, 2) 
5 的 定义 见 (7. 4) 式 . 利用 (8. 2) 式 可 以 从 (8. 1) 式 推 得 
Ex = da, >) yt. (8. 3) 
因此 有 oS 
ae (8. 4) 


9 > (8. D ) 


在 党 伦 效 变换 中 的 变换 方式 像 一 个 闵可夫 斯 基 和 天 量 . 由 于 在 量子 力学 中 的 
物理 量 由 尼 米 算 符 来 代表 ,我 们 引入 如 下 的 厄 米 算得: 
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那么 D* (jy 二 0,1,2,3) 在 党 伦 效 变 换 中 的 变换 方式 和 一 个 闵可夫 斯 基 矢 量 的 
变换 方式 一 样 . 
其 次 ,我 们 考虑 波 函 数 在 洛 伦 兹 变换 中 的 变换 方式 ,由 于 电子 的 自 旋 是 


二 ,根据 87.4 中 的 讨论 ,可 知 电子 的 波 函 数 是 一 阶 旋 量 ,参考 (7. 128) 式 ,可 
以 提出 如 下 的 最 简单 的 运动 方程 


> >, D'o iar y= 0. (8. 7) 
g AS 
i 
yy 
可 以 将 (8.7) 式 纳入 和 矩阵 的 形式 : 
E =— (6 * p)d, (8. 9) 
其 中 2° p= iLE RAR. 不 难 证 明 方程 (8. 9) 式 所 描 
述 的 粒子 的 质量 等 于 零 . 将 (8. 9) 式 两 端 乘 上 算 符 
i2 — (ø+ p), (8. 10) 
就 得 到 如 下 的 方程 
Da aa Za. 
其 中 口 = (5 ) Ha) + (sor) 一 帮 z 是 达 朗 贝尔 算 符 . 在 解 方程 (8. 9) 


以 后 可 以 有 现 , 它 具有 两 类 解 .一 类 解 的 能 量 是 正 的 ,粒子 的 自 旋 和 动量 p 
反 平行 . 为 一 类 解 的 能 量 是 负 的 ,粒子 的 自 旋 和 动量 p 平行 . 因此 波动 方程 


描述 的 粒子 具有 自 旋 地 ,质量 等 于 零 , 正 粒子 的 自 旋 和 动量 反 平行 , 反 粒 子 


的 自 旋 和 动量 平行 ,这 正 是 中 微 子 的 性 质 . 因此 方程 (8. 9) 式 目前 被 用 来 描 
述 中 微 子 . 
(5s 一 1,2) 是 一 个 一 阶 复 共 思 道 变 旋 量 , 它 给 出 洛 伦 效 群 的 表示 D. 
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但 是 在 空间 反映 之 后 ,表示 Da 的 空间 变换 为 表示 D, ,的 空间 ,一 阶 复 共 思 


逆 变 旋 量变 换 为 一 个 一 阶 协 变 放量 . 因此 波动 方程 (8. 7 了) 虽然 对 于 正 洛 伦 效 
变换 具有 不 变性 ,但 是 对 于 空间 反射 并 不 具有 不 变性 .但 是 上 自由 电子 的 运动 
对 于 空间 反射 具有 不 变性 . 为 了 获得 描述 自由 电子 的 波动 方程 ,我 们 尝试 将 
方程 (8.7) 扩 充 为 和 方程 (7. 128) 和 方程 (7.130) 相 似 的 一 对 方程 . 


(8. 12) 


其 中 m fe —T Fi BL. 7 可 以 证 明 ， (8. 12) 式 不 仅 对 于 正 洛 伦 效 变换 具有 不 变 
性 ,对 于 空间 反射 也 具有 不 变性 . RHE AMT: y G=1,2), 
J, 《7 二 1,2), 它 给 出 一 个 四 维 空间 ,这 个 四 维 空 间 中 的 矢量 具有 如 下 的 一 般 
形式 : 

pu + pu +g vty U,» (8. 13) 
Hp Cu’ u’ ) FE HH K D, 的 基 矢 , (viv;) 是 给 出 表示 Dy. 的 基 矢 . 在 空 
间 反 射 时 ,根据 公式 (7. 136), (7. 138) 和 (7. 140) 式 ,这 些 基 矢 作 如 下 的 变 


ih 
| (8,14) 


如 果 我 们 取 五 为 单位 矩阵 ， 那么 从 (7 10), (7. 41) 和 (8 14) 式 可 以 得 到 在 空 
间 反 射 时 如 下 的 基 矢 的 变换 


u` > VU) u“ >Y, » 
i , | (8.15) 
Uv, > u v, >u. 
设 在 空间 反射 后 的 波 函 数 是 A ,那么 显然 有 : 
p=. yi = gy. (8. 16) 
此 外 ,在 空间 反射 中 显然 有 
x° =x, ri =— t, 


DE pD? pi _ Di (1 — 1,2,3), | (8, 17) 


考虑 到 (7. 131) 式 ,可 知 在 空间 反射 中 ,方程 (8. 12) BRA 
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2 dy Do, ps = mg" ， 
aa (8. 18) 
2 ; 2u D'o, y = mg 
这 就 证 明了 (8. 12) 式 对 于 空间 反射 的 不 变性 .引进 如 下 的 人 符号 : 
1 
thy. | 
y= (7). b= "| (8, 19) 
可 以 将 (8. 12) 式 纳入 如 下 的 和 矩阵 形式 : 
i; Mig. p)y = my ， 
a 
(8. 20) 


i — Co + py = mg. 


可 以 证 明 ,(8. 20) 式 所 描述 的 粒子 的 质量 等 于 m HAR So + pd He 


O- mgp =0, (I—-m')¢=0. (8. 21) 
可 以 将 (8. 20) 式 变换 成 狄 拉克 原来 所 提出 的 形式 . 为 此 我 们 引入 表 式 : 
pty, 
yp = y+y= | . , 
pty, 
| (8.22) 


(8. 23) 


(8. 24) 
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并 引入 如 下 的 分 量 波 函 数 : 


p +e 
yy? p +g 
v= |l- .|， (8. 25) 
p E p 
p: 一 j 
就 可 以 将 方程 (8. 23) 中 的 两 个 式 子 合 写 为 一 式 
iS = (a+ pV BmY. (8. 26) 
这 就 是 狄 拉 克 方 程 最 初 的 形式 . 


$8.2 履 标 量 粒 子 的 运动 方程 


壮 标 量 粒子 是 一 个 自 旋 等 于 零 .内 豪 宇 称 为 负 的 粒子 . 它 的 波 函 数 给 出 
顺 时 省 伦 北 群 的 不 可 约 表示 Du , 设 以 p 代表 它 的 波 函 数 , 则 o 满足 如 下 的 
方程 : 


-m )o 一 0， (8. 27) 
m 为 粒子 的 质量 .可 以 将 (8. 27) 式 改写 为 一 次 微分 方程 ,引入 
imo“ = Do, (8.28) 
ABA (8. 27) 式 就 等 同 于 如 下 的 一 对 方程 : 
Drp = img", (8. 29) 
EnD“ = img 


Y= |ø l, (8. 30) 


那么 (8. 29) 式 就 可 以 写 做 
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| Ue sa my =0, (8. 31) 
其 中 B* 是 如 下 的 五 行 五 列 的 矩阵 : 
0 0 0 0 一 1 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 00001 
B®={!0 000 0], g&=ļ0 00 0 Of, 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
1000 0 010 0 0 
(8. 32) 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
B=|0 000 1/, B=|I0 00 0 0l. 
0 0 0 0 0 00001 
0010 0 0 0 0 1 0 
可 以 将 (8. 29) 式 改写 为 旋 量 方程 的 形式 . 不 难 证 明 ,下 列 方程 
; 
mpi = =) D'o, Q> 
3 (8. 33) 


u70 r,s=] 2 


与 (8. 29) 式 一 样 .另外 ,也 可 以 将 
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